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摘要 本文研究了一类高阶不确定非线性系统的全局渐近稳定控制设计问题.不同于现有结果,本

文所研究的高阶非线性系统具有两个控制输入通道, 即控制输入直接作用于两个一维子系统. 这导

致已有的控制设计方法不能或难以用来解决该类控制设计问题,因此,寻求新的控制设计方法,用以

解决多控制输入通道高阶非线性系统的控制设计问题, 是一个很有意义的研究课题. 本文首先引入

一个有效的反馈变换, 从而在非线性系统满足适当假设条件下, 成功地将该类系统的控制设计问题

转化为规范的单控制输入通道情况下的控制设计问题. 进而借助于已有结果, 特别是增加幂次积分

方法, 给出所研究非线性系统的全局渐近稳定控制器的设计方法. 尽管本文所研究的系统是具有多

控制输入通道高阶非线性系统的特殊情况, 所得结果具有一定的局限性, 但对更一般情况具有借鉴

和指导作用. 最后,仿真算例验证了本文理论结果的有效性.

关键词 非线性系统 双控制输入通道 控制设计 增加幂积分 渐近稳定

1 引言

在过去的几十年里, 非线性系统的控制设计一直是控制理论的核心研究方向, 得到了系统深入的

研究 [1∼11]. 特别是最近, 基于稳定域思想, 发展了 “增加幂积分” 的控制设计方法 [12], 并借助于该方

法解决了多类高阶 (不确定) 非线性系统的稳定和跟踪控制设计问题 [13∼21].

尽管高阶非线性系统控制近几年得到了集中研究, 成果很多, 但是不难看出现有文献所涉及的仍

然是有如下特征的系统: 1) 系统在原点处的线性化是不能控和不能观的; 2) 系统的控制输入只直接作

用于一个一维子系统, 即系统只有一个控制输入通道. 第一个特征是高阶非线性系统固有的非线性特

性. 第二个特征虽能保证控制器能够使用 “增加幂积分” 的迭代方法显式地构造, 但是也说明所研究

的系统具有较强的特殊性, 因为高阶非线性系统也可能有多于一个的控制输入通道, 例如下面三维高
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阶非线性系统: 
ẋ1 = x2,

ẋ2 = x33 + u,

ẋ3 = u.

(1)

基于文献 [22] 中的定理 2.6(给出了仿射非线性系统反馈等价于单控制输入通道高阶非线性系统的充

分必要条件), 易验证即使对很简单的高阶非线性系统 (1)(也是仿射系统), 也不存在与之反馈等价的

单控制输入通道高阶非线性系统.此外,也不难看出,现有单控制输入通道高阶非线性系统的控制设计

方法不能或难以用于多控制输入通道的情况, 因此, 寻求新的控制设计方法, 用以解决多控制输入通

道高阶非线性系统的控制设计问题, 是一个有意义的研究课题.

本文研究一类较系统 (1) 更一般的双控制输入通道高阶不确定性非线性系统的全局渐近稳定控

制设计问题. 就作者所知, 目前尚无该类高阶非线性系统控制设计的相关文献. 本文通过引入有效的

反馈变换, 在系统非线性满足特定假设条件下, 成功地将该类系统的控制设计问题转化为规范的单控

制输入通道情况下的控制设计问题, 进而借助于已有结果, 给出该类系统的全局渐近稳定控制器的设

计方法. 尽管本文所研究的系统仅具有两个控制输入通道, 具有一定的局限性和特殊性, 但对更多控

制输入通道高阶非线性系统控制设计问题的解决具有借鉴和指导作用.

文后附录中关于 “全局有界且收敛到零” 和 “全局渐近稳定” 的讨论, 将在本文关键性引理的证

明中涉及到, 另一方面也是为了更全面、更深刻地认识这两个稳定性概念之间的区别与联系. 下文采

用如下符号: R 和 Rn 分别表示 1 维和 n 维实数空间; R>1
odd 表示集合: {m1

m2
|m1 和 m2 是正奇整数, 且

m1 > m2}; 对任意 x ∈ Rn, x[k] = [x1, . . . , xk]
T, k = 1, . . . , n.

2 系统与问题描述

本文研究如下一类具有双控制输入通道高阶不确定非线性系统的全局渐近稳定控制设计问题:
ẋi = xpi

i+1 + fi(x), i = 1, . . . , n− 2,

ẋn−1 = x
pn−1
n + fn−1(x) + u,

ẋn = fn(x) + u,

(2)

其中 x ∈ Rn 是系统可量测状态, 其初始值为 x(0) = x0; u ∈ R 是系统控制输入; pi ∈ R>1
odd, i =

1, . . . , n − 1, 称其为系统的 (高) 阶次; fi : Rn → R, i = 1, . . . , n 是满足 fi(0) = 0, i = 1, . . . , n 的未知

非线性连续函数, 称其为系统的不确定非线性项.

本文的主要结果建立在系统 (2) 满足如下假设条件之上:

假设 1 存在已知非负光滑函数 ϕi(x[i]), i = 1, . . . , n− 1, 使得
|fi(x)| 6 (|xi+1|qi + 1)ϕi(x[i])

i∑
j=1

|xj |, i = 1, . . . , n− 2,

|fn−1(x)− g(xn)| 6 ϕn−1(x[n−1])
n−1∑
j=1

|xj |,
(2)

其中 g(xn)是已知连续函数且满足 xng(xn) > 0或 |g(xn)| 6 a(1+ |xn|qn−1), qi ∈ [0, pi), i = 1, . . . , n−1

和 a ∈ [0, +∞) 是已知常数.
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假设 2 非线性函数 fn(x) 满足如下两种情况之一:

(i) 存在已知非负连续函数 ψ(x[n−1]) 和常数 δ ∈ [0, 1), 使得

|fn(x)| 6 δ|xn|pn−1 + (|xn|q + 1)ψ(x[n−1]), (3)

其中 q ∈ [0, pn−1) 是已知常数. 此外, 一维系统 ż = −zpn−1 − g(z) + fn(0, . . . , 0, z) 在原点处是全局渐

近稳定的, 其中函数 g(·) 和假设 1 中的相同.

(ii) 对任意 x[n−1] ∈ Rn−1, fn(x1, . . . , xn−1, 0) = 0, 且一维系统 ż = −g(z) + fn(x1, . . . , xn−1, z) 在

原点处是全局渐近稳定的, 其中函数 g(·) 和假设 1 中的相同.

假设 1 和 2 分别给出了系统 (2)不确定非线性项 fi, i = 1, . . . , n− 1 和 fn 所满足的限制条件. 不

难看出, 假设 1 中关于 fi, i = 1, . . . , n − 2 的条件具有一定的一般性, 推广了文献 [13] 中的相应假设

条件 (见该文假设 3.2).

假设 2 分两种情况, 给出了 fn 所应满足的限制条件. 其中情况 (i) 主要是对 fn 增长特性的

限制. 该情况的一个特例是 ψ(·) 满足 ψ(0) = 0 且假设 1 中的函数 g(·) 满足 xng(xn) > 0 (例如

fn = 1
2x

pn−1
n , g = x3n). 对该特例, 因为易于验证式 (3) 意味着系统 ż = −zpn−1 − g(z) + fn(0, . . . , 0, z)

的全局渐近稳定性, 故该特例的情况 (i) 仅需要 fn 满足式 (3) 即可. 情况 (ii) 没有关于 fn 增长特性

的限制, 而是要求对任意的 x[n−1] ∈ Rn−1, 其中的一维系统在原点处全局渐近稳定. 和情况 (i) 相比,

情况 (ii) 显得较为抽象. 下面举两个具体的例子, 以便进一步加强对假设 2 情况 (i) 和 (ii) 的理解.

例 1 系统 (2) 中, n = 3, p1 = p2 = 3, f1(x1) = 0, f2(x1, x2) = 0, f3(x[3]) = x3(x
2
1 − 1) + x1x2 +

1
2x

3
3 sin(x2).

例 2 系统 (2) 中, n = 3, p1 = p2 = 3, f1(x1) = 0, f2(x1, x2) = 0, f3(x[3]) = −ex1x53.

对例 1, 易验证 |f3(x[3])| 6 1
2 |x3|

3 + (|x3|+ 1)( 32x
2
1 +

1
2x

2
2 + 1), 且一维系统 ż = −z3 + f3(0, 0, z) =

−z3 − z 在原点处是全局渐近稳定的, 故该例中函数 f3(x[3]) 满足假设 2 情况 (i). 但是由于例 1

中 f3(x1, x2, 0) ̸≡ 0, 且当 x1 = 2, x2 = 0 时, 系统 ż = −z3 + 3z 在原点处不是全局渐近稳定的,

故该例中 f3(x[3]) 不满足假设 2 情况 (ii). 但是例 1 不是前述假设 2 情况 (i) 的特例. 因为若存

在非负连续函数 ψ(x[2]) 满足 ψ(0) = 0 且使得式 (3) 成立, 则当 x1 = x2 = 0 时, 式 (3) 意味着

|f3(x[3])| = |x3| 6 δ|x3|3, ∀x3 ∈ R. 这显然不可能.

对例 2, 因为 f3(x1, x2, 0) ≡ 0, 且对任意 x1 ∈ R, 系统 ż = −ex1z5 是全局渐近稳定的, 故该例中

函数 f3(x[3]) 满足假设 2 情况 (ii). 由于例 2 中 f3(x[3]) 关于 x3 的幂次是 5(大于 p2 = 3), 故该例中

f3(x[3]) 不满足假设 2 情况 (i).

从系统 (2) 的结构看, 该系统可分为两部分: n − 1 维子系统 x[n−1] 和一维子系统 xn. 显然, 前

n− 1 维子系统具有常见高阶非线性系统的一般形式, 且由文献 [13,18] 知, 基于假设 1 能够构造出该

子系统的全局渐近稳定控制器, 但该控制器却不能确保第二个子系统的全局渐近稳定性 (即使 fn 满

足类似于假设 1 的增长限制条件). 因此, 对子系统 xn, 其非线性函数 fn 应满足更为特殊的假设条件,

方能设计整个系统的全局渐近稳定控制器. 须指出的是, 对本文所研究的控制问题来说, 假设 2 所界

定的非线性函数 fn 未必是必要的, 但却是本文方法可行性的基本保证.

更确切地, 本文的控制目标是设计连续控制器, 使得闭环系统的解在原点处全局渐近稳定.

3 全局渐近稳定控制设计

由于本文研究的是双控制输入通道高阶非线性系统的全局渐近稳定控制设计问题,所以设定系统
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(2) 的维数 n 大于或等于 2.

首先为系统 (2) 设计如下形式的反馈变换:

u = −xpn−1
n − g(xn) + v(x[n−1]), (4)

其中 v(x[n−1]) 是待定的连续函数且满足 v(0) = 0. 如此, 系统 (2) 变为
ẋi = xpi

i+1 + fi(x), i = 1, . . . , n− 2,

ẋn−1 = f̄n−1(x) + v(x[n−1]),

ẋn = −xpn−1
n − g(xn) + fn(x) + v(x[n−1]),

(5)

其中 f̄n−1(x) = fn−1(x)− g(xn). 显然, 若选择适当的 v(·) 使得系统 (5) 全局渐近稳定, 则由式 (4) 可

得到系统 (2) 的全局渐近稳定控制器. 下面引理给出系统 (5) 全局渐近稳定的充分条件, 是后文设计

控制器的基础.

引理 1 若满足假设 2的系统 (5)的子系统 x[n−1] 是全局渐近稳定的, 则系统 (5)是全局渐近稳

定的.

由于 fn 满足假设 2的两种情况之一,故该引理的证明分两种情况进行. 在给出其严格证明前, 先

讨论前面述及的假设 2情况 (i)的一种特殊情况, 即式 (3)中的 ψ(0) = 0且假设 1中的函数 g(·)满足
xng(xn) > 0.

定义 Vn(t) =
1
2x

2
n. 则沿着系统 (5) 的解, 利用 Young 不等式 1), 可得

V̇n(t) = xn(−xpn−1
n − g(xn) + fn(x) + v(x[n−1]))

6 − (1− δ)xpn−1+1
n + |xn|(|xn|q + 1)ψ(x[n−1]) + |xn| · |v(x[n−1])|

6 − 1− δ

2
xpn−1+1
n + ψ̄(x[n−1]), (6)

其中 ψ̄ =
(

4
(1−δ)(pn−1+1)

) 1
pn−1

(ψ + |v|)
pn−1+1

pn−1 +
(

4q+4
(1−δ)(pn−1+1)

) q+1
pn−1−q

ψ
pn−1+1

pn−1−q 是非负连续函数.

由于 ψ(0) = v(0) = 0, 故 ψ̄(0) = 0, 从而由文献 [4] 中的引理 4.3 知, 存在 K∞ 函数 2)γ(·) 使得
ψ̄(x[n−1]) 6 γ(∥x[n−1]∥). 由此及式 (6), 当 |xn| > ( 4

1−δγ(∥x[n−1]∥))
1

pn−1+1 , 有

V̇n(t) 6 −1− δ

2
xpn−1+1
n + γ(∥x[n−1]∥) 6 −1− δ

4
xpn−1+1
n .

进而由文献 [23] 中定义 2.2 知 V (·) 是系统 (5) 的子系统 xn 的输入到状态稳定 (ISS)Lyapunov 函数

(将 x[n−1] 看作该子系统的输入). 再由文献 [23] 中定理 1 可知子系统 xn 是输入到状态稳定的. 注意

到子系统 x[n−1] 的全局渐近稳定性, 由文献 [23] 中定义 2.1 可知系统 (5) 是全局渐近稳定的.

引理 1 的证明 fnfnfn 满足假设 2 的情况 (i)

不同于上面情况 (i) 的特殊情况, 函数 ψ 不能确保上面定义的 ψ̄ 满足 ψ̄(0) = 0, 且函数 g 不一

定满足 xng(xn) > 0. 但是, 由状态 x[n−1] 的全局渐近稳定性, 必存在正数 M1 使得 ψ̄(x[n−1](t)) 6

1) Young 不等式: 对任意 c > 0, d > 0, ε > 0, 有 yc1y
d
2 6 c

c+d
εyc+d

1 + d
c+d

ε−
c
d yc+d

2 , ∀ y1 > 0, ∀ y2 > 0.

2) 如果一个连续函数 γ : [0, a) → [0, +∞) 是严格增的, 且 γ(0) = 0, 则称 γ 为 K 函数. 进一步, 如果 a = +∞, 且

limr→+∞ γ(r) = +∞, 则称 γ 为 K∞ 函数.
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M1,∀ t > 0, 并且由假设 1 可知, 有 xng(xn) 6 a(|xn| + |xn|qn−1+1),∀xn ∈ R. 由此及式 (6) 并注意到

pn−1 + 1 > qn−1 + 1 > 1, 得到

V̇n(t) 6 −1− δ

2
xpn−1+1
n + a

(
|xn|+ |xn|qn−1+1

)
+M1, ∀ t > 0.

上式表明, 对任意初始值 x0, 状态 xn 在 [0, +∞) 上有界.

由情况 (i) 中假设: 系统 ż = −zpn−1 − g(z) + fn(0, . . . , 0, z) 在原点处全局渐近稳定, 故存在正定、

径向无界的连续可微函数 V (·) 和正定连续函数 W (·), 使得沿着该系统的解, 有

V̇ (z(t)) =
∂V

∂z
(−zpn−1 − g(z) + fn(0, . . . , 0, z)) 6 −W (z).

由此沿着子系统 xn 的解, 有

V̇ (xn(t)) =
∂V

∂xn
(−xpn−1

n − g(xn) + fn(0, . . . , 0, xn) + ∆fn(x)) 6 −W (xn) +
∂V

∂xn
∆fn(x), (7)

其中 ∆fn(x) = fn(x) + v(x[n−1])− fn(0, . . . , 0, xn).

由于 V (·) 是正定的连续函数, 要证明 limt→+∞ xn(t) = 0, 只需证明 limt→+∞ V (xn(t)) = 0. 下面

用反证法证明. 为此假设 V (xn(t) 不收敛到零, 则必定有:

¬ limt→+∞ V (xn(t)) = a, 其中 a 是某正数;

 V (xn(t)) 不随着 t→ +∞ 收敛到任何常数.

首先, 对情况 ¬, 必存在有限时刻 Ta/2, 当 t > Ta/2 时, 总有 a/2 6 V (xn(t)) 6 3a/2. 记 Ω1 = {ζ :

a/2 6 V (ζ) 6 3a/2}. 因为 V (·) 正定、径向无界, 所以 Ω1 ⊂ R 是有界闭集且 0 ̸∈ Ω1. 由此及 W (·) 的
正定连续性知, 必存在正数 b1 使得 W (xn) > b1,∀xn ∈ Ω1. 此外, 由于 ∂V

∂xn
是连续的, 故存在正数 M2

使得 | ∂V∂xn
| 6M2,∀xn ∈ Ω1.

进一步,由上面 ∆fn(·)的定义易知 ∆fn(0, . . . , 0, xn) = 0,∀xn ∈ R,所以有 limx[n−1]→0 ∆fn(x1, . . . ,

xn) = 0,∀xn ∈ R. 故存在正数 r1 使得当 ∥x[n−1]∥ 6 r1 时, 有 |∆fn(x)| 6 b1
2M2

,∀xn ∈ Ω1. 由于

limt→+∞ x[n−1](t) = 0, 故存在有限时刻 Tr1 使得当 t > Tr1 时, 有 ∥x[n−1]∥ 6 r1. 则当 t > T =

max{Ta/2, Tr1} 时, 有 xn(t) ∈ Ω1. 进而利用式 (7) 可知对任意 xn ∈ Ω1, 当 t > T 时, 有

V̇ (t) 6 −W (xn) +
∂V

∂xn
∆fn(x) 6 −b1 +

∣∣∣∣ ∂V∂xn
∣∣∣∣ · |∆fn(x)| 6 −b1

2
< 0.

这意味着 t 充分大后, V (xn(t)) 将严格小于 a/2, 从而与前述的 xn(t) ∈ Ω1,∀ t > T 矛盾, 故情况 ¬ 不

成立.

其次, 对情况 , 由附录 A 中的结论可知, 必存在趋于无穷的时间序列 {ti, i = 1, 2, . . .}, 满足
V (xn(ti)) = c 和 V (xn(t)) < c, ∀t ∈ (t2j+1, t2j+2), j = 0, 1, . . ., 其中 c 是正数. 如此, 易知 V̇ (t2j+2) >
0, j = 0, 1, . . .. 记 Ω2 = {ζ : V (ζ) = c}. 因为 V (·)正定、径向无界,所以 Ω2 ⊂ R是有界闭集且 0 ̸∈ Ω2.

与情况 ¬ 类似, 必存在正数 b2 和 M3 使得 W (xn) > b2 和 | ∂V∂xn
| 6 M3,∀xn ∈ Ω2. 此外, 存在正数 r2,

使得当 ∥x[n−1]∥ 6 r2 时, 有 |∆fn(x)| 6 b2
2M3

,∀xn ∈ Ω2. 由于 limt→∞ x[n−1](t) = 0, 故存在有限时刻

Tr2 , 使得当 t > Tr2 时, 有 ∥x[n−1](t)∥ 6 r2. 再由 limi→∞ ti = ∞, 故存在奇自然数 N , 使得 tN > Tr2 .

至此, 由式 (7) 可知

V̇ (tN+1) 6 −W (xn(tN+1)) +
∂V

∂xn(tN+1)
∆fn(x(tN+1))
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6 − b2 +

∣∣∣∣ ∂V

∂xn(tN+1)

∣∣∣∣ · |∆fn(x(tN+1))|

6 − b2
2
< 0.

这与前面得到的 V̇ (t2j+2) > 0, j = 0, 1, . . . 矛盾, 故情况  不成立.

由于情况 ¬ 和  都不成立, 故必有 limt→∞ V (xn(t)) = 0, 从而证得状态 xn 全局有界且收敛

到零.

由于全局有界且收敛到零并不一定意味着全局渐近稳定 (参见文后附录 B),因此,为证明系统 (5)

的全局渐近稳定性, 还需要证明该系统在 x = 0 处是稳定的. 取任意 η > 0, 记 Ωη = {ζ : η
2 6 |ζ| 6 η}.

由此及 W (·) 的正定连续性知, 存在正数 b3 使得 W (xn) > b3,∀xn ∈ Ωη. 由
∂V
∂xn
的连续性和前述

∆fn(·) 的定义, 当 x[n−1] 充分小时, 有 | ∂V∂xn
∆fn(x)| 6 b3

2 ,∀xn ∈ Ωη. 由于子系统 x[n−1] 是全局渐近稳

定的, 故对充分小的 x[n−1](0), 有 supt>0 ∥x[n−1](t)∥ 充分小, 并且 ∥x[n−1](t)∥ < η
2 , ∀t > 0. 由此及式

(7) 可知, 当 x[n−1](0) 充分小时, 对任意 xn ∈ Ωη, 总有

V̇ 6 −W (xn) +
∂V

∂xn
∆fn(x) 6 −1

2
W (xn)−

b3
2

+

∣∣∣∣ ∂V∂xn
∣∣∣∣ · |∆fn(x)| 6 −1

2
W (xn).

上式表明若 x[n−1](0) 充分小且 |xn(0)| < η
2 , 则 |xn(t)| < η

2 ,∀t > 0. 至此, 对任意的 η > 0, 存在 ε > 0,

当 ∥x0∥ < ε 时, 有 ∥x(t)∥ 6 ∥x[n−1](t)∥+ |xn(t)| < η
2 + η

2 = η,∀t > 0, 即系统 (5) 是稳定的.

fnfnfn 满足假设 2 的情况 (ii)

首先证明函数 fn(xn−1, z) 的如下性质:

z
(
fn(x[n−1], z)− g(z)

)
6 0, ∀x[n−1] ∈ S, ∀ z ∈ R, (8)

其中 S ⊂ Rn−1 是任意有界闭集. 显然, 当 z = 0 时, 式 (8) 成立. 当 z > 0 时, 采用反证法证明式

(8) 的正确性. 设此时式 (8) 不成立, 则由 fn 的连续性知, 一定存在 x′[n−1] ∈ S 和 z′ > 0, 当 ε > 0

充分小时, 在包含 z′ 的开区间 (z′ − ε, z′ + ε) 内总有 z > 0 和 fn(x
′
[n−1], z) − g(z) > 0. 如此, 令系统

ż = fn(x
′
[n−1], z) − g(z) 的初始值 z(0) = z′. 则由假设 2 的情况 (ii) 可知, limt→∞ z(t) = 0, 从而存在

有限时刻 t1, 使得 0 6 z(t1) < z′ − ε. 由此及系统解对时间 t 的连续性知, 存在另外有限时刻 t2 和

t3, 其满足 0 6 t2 < t3 < t1, 使得 z(t2) = z′, z′ − ε < z(t3) < z′ 和 ż(t) < 0∀ t ∈ [t2, t3], 这与前述的

ż = fn(x
′
[n−1], z)− g(z) > 0,∀z ∈ (z′ − ε, z′ + ε) 矛盾. 同理可证 z < 0 时式 (8) 亦成立.

其次, 定义 Vn(t) =
1
2x

2
n. 则沿着系统 (5) 的解, 有

V̇n(t) = xn
(
−xpn−1

n − g(xn) + fn(x) + v(x[n−1])
)
6 −1

2
xpn−1+1
n + xn

(
fn(x)− g(xn)

)
+ v̄(x[n−1]), (9)

其中 v̄ = pn−1

pn−1+1

(
2

pn−1+1

) 1
pn−1 |v(x[n−1])|

pn−1+1

pn−1 是非负连续函数, 且满足 v̄(0) = 0. 由状态 x[n−1] 的

全局渐近稳定性知, 存在有界闭集 S′ ⊂ Rn−1, 使得 x[n−1](t) ∈ S′,∀t > 0. 进而由式 (8) 和 (9), 有

V̇n(t) = xn
(
−xpn−1

n − g(xn) + fn(x) + v(x[n−1])
)
6 −1

2
xpn−1+1
n + v̄(x[n−1]).

由此并类似于证明之前所讨论的情况 (i) 的特殊情况 (最后一段), 可证得系统 (5) 的全局渐近稳定性.

至此, 引理 1 的证明完毕.

引理 1 表明, 若选择适当的函数 v(·) 使得系统状态 x[n−1] 全局渐近稳定, 则由式 (4) 可得到系

统 (2) 的全局渐近稳定控制器. 下面利用增加幂积分方法, 构造出该函数 v(·) 的显式形式.
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首先, 利用假设 1 可得到下面的命题. 该命题给出了系统 (5) 中非线性项 fi, i = 1, . . . , n − 2 和

f̄n−1 的一个适当估计, 可确保存在函数 v(·) 使得子系统 x[n−1] 全局渐近稳定, 其证明类似于文献 [13]

中 (3.10) 和 (B6) 的证明, 因此在本文不再给出.

命题 1 存在已知非负光滑函数 ϕ̄i(x[i]), i = 1, . . . , n− 1, 使得 |fi(x)| 6 ϕ̄i(x[i])
∑i

j=1 |xj |+
1
2 |xi+1|pi , i = 1, . . . , n− 2,

|f̄n−1(x)| 6 ϕ̄n−1(x[n−1])
∑n−1

j=1 |xj |.

基于命题 1, 由文献 [13] 中的设计步骤, 可构造出函数 ξi(x[i]), i = 1, . . . , n − 1 和 x∗i (x[i−1]), i =

2, . . . , n: 

ξ1(x1) = x1,

x∗2
p1(x1) = −ξ1β1(x1),

ξi(x[i]) = x
p1···pi−1

i − x∗i
p1···pi−1 , i = 2, . . . , n− 1,

x∗i
p1···pi−1(x[i−1]) = −ξi−1βi−1(x[i−1]), i = 3, . . . , n,

其中 βi(x[i]), i = 1, . . . , n − 1 是正的光滑函数 (易于参照文献 [13] 中方法给出), 使得沿着系统 (5) 的

解, 有

U̇(x[n−1]) 6 −
n−1∑
i=1

ξ2i + |ξn−1|
2− 1

p1···pn−2 · |v − x∗pn−1
n |, (10)

其中 U =
x2
1

2 +
∑n−1

i=2

∫ xi

x∗
i
(sp1···pi−1 − x∗i

p1···pi−1)
2− 1

p1···pi−1 ds 是一阶连续可微、正定、径向无界函数.

如此, 选择

v(x[n−1]) = x∗pn−1
n = −

(
ξn−1βn−1(x[n−1])

) 1
p1···pn−2 . (11)

则由式 (10) 可得

U̇(x[n−1]) 6 −
n−1∑
i=1

ξ2i . (12)

下面的定理概括了本文的主要结果.

定理 1 对满足假设 1 和 2 的系统 (2), 由式 (4) 和 (11) 构成的控制器 u 使得闭环系统是全局

渐近稳定的.

证明 由式 (12) 和文献 [13] 中的定理 2.3 可知, 闭环系统 (由式 (2), (4) 和 (11) 组成) 的状态

x[n−1] 是全局渐近稳定的. 进而, 由引理 1 可知, 闭环系统是全局渐近稳定的.

4 仿真算例

考虑如下三维高阶非线性系统: 
ẋ1 = x32 + x1,

ẋ2 = x3 + u,

ẋ3 = x2
√
x3 + u.

(13)
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图 1 闭环系统状态的轨迹

Figure 1 The trajectories of the closed-loop system states

易验证系统 (13) 满足假设 1 和 2, 故按照第 3 节所给出的控制器设计方法, 可构造如下全局渐近

稳定控制器:

u = −x3 − 18(x32 + 3x1)
1
3 . (14)

设置闭环系统的初始值为: x1(0) = 1, x2(0) = −2 和 x3(0) = 0.5. 应用 Matlab 系统仿真软件, 得

到闭环系统状态的运动轨迹, 如图 1 所示 (为更清楚地展示状态的暂态行为, 时间轴采用对数坐标).

从中可以看出闭环系统状态 x1, x2 和 x3 渐近收敛到零.

5 结论

本文针对一类双控制输入通道高阶不确定非线性系统, 通过引入特定形式的反馈变换, 成功地给

出了该类系统的全局渐近稳定控制设计方法. 值得注意的是, 针对系统不确定非线性项 fn, 尽管假

设 2 给出了两类不同的限制条件以保证本文控制设计方法的可行性, 但应该看到, 该假设也表明本文

方法具有一定的局限性. 一个自然的问题是: 是否存在更为有效的设计方案和更合理的控制设计方法,

既能保证系统镇定问题可解,又能弱化对系统非线性项的限制条件.另一方面,若系统的控制输入通道

个数多于两个, 则文中的控制设计方法将不再适用, 而且随着控制输入通道数的增加, 控制设计的解

决难度也随之增加. 在多控制输入通道 (多于 2) 情况下, 如何解决高阶不确定非线性系统的全局渐近

稳定控制设计, 是一个有待进一步研究的问题.
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附录 A 引理 1 证明过程中一重要结论的证明

本附录证明结论: 如果 V (xn(t)) 关于 t 是连续、非负、有界的, 且不随着 t → +∞ 收敛到任何常数, 则存在趋于

无穷的时间序列 {ti, i = 1, 2, . . .} 使得 V (xn(ti)) = c 和 V (xn(t)) < c, ∀ t ∈ (t2j+1, t2j+2), j = 0, 1, . . ., 其中 c 是

正数.

由 V (xn(t)) 关于 t 的有界性可知, 对任一趋于无穷的时间序列 {t̄i, i = 1, 2, . . .}, {V (xn(t̄i)), i = 1, 2, . . .} 是有
界数列. 从而 {t̄i} 中必存在趋于无穷的时间子序列 {t′i, i = 1, 2, . . .}, 使得 limi→+∞ V (xn(t

′
i)) = c′, 其中 c′ 为非负

常数. 然而, 由于 V (xn(t)) 随着 t → +∞ 不是收敛的, 故存在 ϵ > 0, 使得对任意 T > 0, 都存在时刻 tT > T , 有

|V (xn(tT ))− c′| > ϵ. 如此, 取 T1 = 1, 则存在时刻 tT1 > T1, 满足 |V (xn(tT1))− c′| > ϵ. 再取 T2 = max{2, tT1}, 则
存在时刻 tT2 > T2, 满足 |V (xn(tT2)) − c′| > ϵ. 依次重复下去, 最终可找到趋于无穷的时间序列 {tTi , i = 1, 2, . . .},
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满足 |V (xn(tTi)) − c′| > ϵ. 由于 {V (xn(tTi)), i = 1, 2, . . .} 是有界数列, 从而 {tTi} 中必存在趋于无穷的时间子
序列 {t′′i , i = 1, 2, . . .}, 使得 limi→+∞ V (xn(t

′′
i )) = c′′, 其中 c′′ 是非负常数. 此外, 由于 |V (xn(t

′′
i )) − c′| > ϵ, 故

|c′′ − c′| = limi→+∞ |V (xn(t
′′
i ))− c′| > ϵ, 从而 c′′ ̸= c′. 综上所述, 对于不收敛的函数 V (xn(t)), 可找到趋于无穷的

时间序列 {t′i} 和 {t′′i }, 其对应的数列 {V (xn(t
′
i))} 和 {V (xn(t

′′
i ))} 分别以非负常数 c′ 和 c′′(c′′ ̸= c′) 为极限.

不失一般性, 假定 c′′ < c′. 因而存在正数 c 满足 c′′ < c < c′. 由极限的定义可知, 存在充分大的正整数 N , 对任

意 j > N , 总有 V (xn(t
′
j)) > c+c′

2
> c 和 V (xn(t

′′
j )) 6 c+c′′

2
< c. 如此, 选取趋于无穷的时间序列 {t̂′i, i = 1, 2, . . .}

和 {t̂′′i , i = 1, 2, . . .}, 分别满足 t̂′i = t′i+N 和 t̂′′i = t′′i+N . 不难看出, 对任意的 i = 1, 2, . . ., 都有 V (xn(t̂
′
i)) > c 和

V (xn(t̂
′′
i )) < c. 由此, 选取 t̂1 = t̂′1, t̂2j = min{t ∈ {t̂′′i }|t > t̂2j−1} 和 t̂2j+1 = min{t ∈ {t̂′i}|t > t̂2j}, j = 1, 2, . . .,

从而得到趋于无穷的时间序列 {t̂i, i = 1, 2, . . .}, 满足 V (xn(t̂2j+1)) > c 和 V (xn(t̂2j+2)) < c, j = 0, 1, . . ..

由 V (xn(t))关于 t的连续性以及 V (xn(t̂1)) > c和 V (xn(t̂2)) < c可知,在开区间 (t̂1, t̂2)内,至少存在一个时刻

满足 V (xn(t)) = c, 并记 t1 为这些时刻中最大者, 即 t1 = max{t ∈ (t̂1, t̂2)|V (xn(t)) = c}. 显然 V (xn(t)) < c, ∀ t ∈
(t1, t̂2]. 类似地,由 V (xn(t̂2)) < c和 V (xn(t̂3)) > c可知,在开区间 (t̂2, t̂3)内,至少存在一个时刻满足 V (xn(t)) = c,

并记 t2 为这些时刻中最小者, 即 t2 = min{t ∈ (t̂2, t̂3)|V (xn(t)) = c}. 显然 V (xn(t)) < c, ∀ t ∈ [t̂2, t2). 如此, 得到

了待证结论中的时刻 t1, t2. 再由 V (xn(t)) 关于 t 的连续性以及 V (xn(t̂3)) > c, V (xn(t̂4)) < c 和 V (xn(t̂5)) > c, 可

类似地得到待证结论中的时刻 t3, t4. 依次重复下去, 最终可得到待证结论中的时间序列 {ti, i = 1, 2, . . .}. 结论证毕.

附录 B “全局有界且收敛到零” 与 “全局渐近稳定”

如下定义综合自文献 [4] 的定义 4.1、定义 4.4 和定义 4.6.

定义 B1 如果对于方程 ẋ = f(t, x) 的平衡点 x = 0(设 t0 是系统的初始时刻),

1) 对任意 ε > 0, 存在 δ = δ(ε, t0) > 0, 使得当 ∥x(t0)∥ < δ 时, 有 ∥x(t)∥ < ε, ∀t > 0;

2) 对任意初始值 x(t0), 存在 c = c(x(t0), t0), 使得 ∥x(t)∥ < c, ∀t > t0, 且 limt→∞ x(t) = 0, 则称该平衡点是全

局渐近稳定的. 若性质 1) 成立, 则该平衡点是稳定的, 反之称之为不稳定的; 若性质 2) 成立, 则称该系统状态是全局

有界且收敛到零的. 特别地, 如果 1) 和 2) 中的 δ 和 c 与 t0 无关, 则上面提及的稳定性概念都是一致的.

显然由上面全局渐近稳定性的定义可知, 若一个系统是 (在原点处)“全局渐近稳定” 的, 则该系统的状态一定 “全

局有界且收敛到零”. 但需指出的是,一个系统的状态 “全局有界且收敛到零”并不一定意味着该系统是 (在原点处)“全

局渐近稳定” 的. 因为前者的有界性和收敛性未必能确保后者所必须的对充分小的初值, 系统状态也充分小.

对非自治系统, “全局有界且收敛到零” 不等价于 “全局渐近稳定”. 下面通过一个一维非自治系统例子说明: ż =

(2 − t)z1/3. 设该系统的初始时刻 t0 = 0, 初始值 z(0) = z0. 显然当 z0 = 0 时, z ≡ 0 是该系统的一个解, 且无论是

否 z0 = 0, 该系统总存在非零解:

z(t) =

 sig(z0)(z
2/3
0 + ( 4

3
t− 1

3
t2))3/2, 0 6 t < 2 +

√
4 + 3z

2/3
0 ,

0, t > 2 +

√
4 + 3z

2/3
0 ,

其中 sig(·) 满足 sig(χ) = 1,∀χ > 0 和 sig(χ) = −1, ∀χ < 0. 由该非零解可知 |z(2)| > ( 4
3
)3/2. 这意味着该非自治系

统是不稳定的 (虽然解是全局有界且收敛到零), 因而它不是全局渐近稳定的.

对自治系统, 仅当系统的维数是 1 时, “全局有界且收敛到零” 和 “全局渐近稳定” 是等价的. 例如一维自治系统:

ż = g(z), 其中 g 是满足 g(0) = 0 的连续函数. 若其状态全局有界且收敛到零, 则类似于文中第 3 节式 (8) 的证明,

有 zg(z) < 0, ∀z ̸= 0, 从而 V = z2 满足 V̇ < 0, ∀z ̸= 0. 由此及文献 [4] 中的定理 4.2 知该一维自治系统是 (原点处)

全局渐近稳定的. 故对一维自治系统, “全局有界且收敛到零” 和 “全局渐近稳定” 是等价的.

对多维自治系统, “全局有界且收敛到零” 和 “全局渐近稳定” 的不等价性将由如下二维自治系统 (参见脚注 3)中

例 1.8.2) 说明:  ẋ1 = g(x1) + x2,

ẋ2 = −x1,
(B1)

其中

g(x1) =


−4x1, x1 > 0,

2x1, −1 6 x1 6 0,

−x1 − 3, x1 < −1.

3) Liao X X, Wang L, Yu P. Stability of Dynamic Systems. Amsterdam and Oxford: Elsevier, 2007.

679

 https://engine.scichina.com/doi/10.1360/112011-384



张健等: 具有双控制输入通道高阶不确定非线性系统控制设计

图 B1 系统 (B1) 解的相平面图

Figure B1 The phase plane diagrams of solutions of system (B1)

设系统的初始值 x(0) = x0. 显然, x = 0 是系统 (B1) 的平衡点.

由于系统 (B1) 是分段线性系统, 故该系统的解存在且唯一, 并且按照 x1 的不同取值, 有如下形式的通解:

1) x1 > 0,  x1(t) = c1(2−
√
3)e(−2+

√
3)t + c2(2 +

√
3)e(−2−

√
3)t,

x2(t) = c1e
(−2+

√
3)t + c2e

(−2−
√

3)t;

2) −1 6 x1 6 0,  x1(t) = c1e
t + c2te

t,

x2(t) = (−c1 + c2)e
t − c2te

t
(B2)

3) x1 < −1,  x1(t) =
1
2
c1e

− t
2

(
cos

√
3

2
t+

√
3 sin

√
3

2
t
)
+ 1

2
c2e

− t
2

(
sin

√
3

2
t−

√
3 cos

√
3

2
t
)
,

x2(t) = c1e
− t

2 cos
√

3
2
t+ c2e

− t
2 sin

√
3

2
t+ 3.

基于如上通解, 可得到如下系统 (B1) 解的相平面图 (见图 B1, 因由 Matlab 绘出, 故较脚注 3) 的图 1.8.1 更为

精细).

由此可见系统 (B1) 的解是全局有界且收敛到零的.

下面证明系统 (B1) 的平衡点是不稳定的. 由式 (B2) 可知, 当系统 (B1) 的初始值满足 −1 < x1(0) < 0, x2(0) =

−x1(0) 时, 该系统具有如下形式的非零解:  x1(t) = −c1e
t,

x2(t) = c1e
t,

其中 c1 = −x1(0), 0 6 t 6 − ln c1. 由于对原点的任意小领域都存在充分小的 c1 使得系统初始值 x0 包含在该领域

内, 且当 t = − ln c1 时系统的解满足√
x2
1(− ln c1) + x2

2(− ln c1) =
√
2 > ε = 1.

故由定义 B1 知, 系统 (B1) 的平衡点 x = 0 是不稳定的.

尽管 “全局渐近稳定” 意味着 “全局有界且收敛到零”, 但只对一维自治系统, 这两个稳定性概念才是等价的, 在一

般情况下, “全局有界且收敛到零” 并不意味着 “全局渐近稳定”.
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Control design for high-order uncertain nonlinear systems with

double control input channels
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Abstract A problem of globally asymptotically stable control design is investigated for a class of high-order

uncertain nonlinear systems. These systems, unlike the existing results, have double control input channels; that

is, the control input directly affects two one-dimensional subsystems. This makes the existing methods of control

design inapplicable or the control design problem difficult to solve, and therefore, it is of interest to explore a

new control design method to solve the control design of high-order nonlinear systems with multiple control input

channels. First, an effective feedback transformation is introduced. Hence, this control design problem under

appropriate assumptions can be transformed into one with a single control input channel. Then, using existing

results, particularly, the method of adding a power integrator, a methodology is proposed to design the globally

asymptotically stable controller for the nonlinear systems under investigation. Although the systems studied in

the paper are a special case of high-order nonlinear systems with multiple control input channels, the results

obtained in the paper, while unavoidably having certain limitations, will provide a reference and guidance in

tackling the general case. Finally, a simulation is provided to verify the effectiveness of the theoretical results

obtained.

Keywords nonlinear systems, double control input channels, control design, adding a power integrator, asymp-

totic stability
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