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摘要 本文基于原子核结合能,对库仑能经验公式进行了研究.从最简单的经验公式出发,唯象地增加库仑
交换项、对关联修正、壳修正等,使库仑能被更好地计算出来. 同时,调研了常用质量模型的库仑置换能,
它与实验的系统性偏差和理论中强相互作用的同位旋破缺项的缺失有关. 对该偏差的研究发现,微观理论
的结果有明显系统学行为,有望引入同位旋破缺项等改进,而基于参数拟合的唯象模型系统学特征不明显,
可能是模型参数不能包含微观结构信息导致的.
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1 引言

原子核作为一个复杂的多体量子体系,它的结
构特性等问题很难完全清楚地被了解,我们通过研
究原子核的半径、质量、宇称、自旋、同位旋等性

质来认识原子核.在原子核的内部除了核子-核子间
的相互作用, 还存在着质子-质子间的库仑相互作
用 [1]. 库仑相互作用在核结构物理研究中起到很重
要的作用,同时它也是核结构研究的热点问题.

库仑置换能(Coulomb Displacement Energy,
CDE)是交换质子数和中子数的镜像核的结合能之

差 [2, 3], CDE可以反映库仑相互作用破坏的电荷对
称性, 同时它也是一个预测未知原子核质量的可
靠方法. 由于库仑能可以提供价核子的信息, 那
么CDE就可以表现出镜像核之间的能级关系,这有
助于我们了解原子核的结构 [4, 5]. 在理论计算中得
到的CDE 要比实际的CDE小几百keV [6], 这种异常
现象出现的原因是CDE的产生有两种来源: 一个是
质子-质子间的库仑相互作用,另一个是强相互作用
中的同位旋破缺项(电荷依赖项). 所以根据库仑相
互作用得到的CDE计算值与CDE实验值之间的差异
可以帮助我们估计出同位旋破缺项的大小.
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本文通过原子核质量的实验数据,详细地研究
了增加不同修正项的库仑能经验公式以及不同原子

核质量模型的CDE,在验证库仑能经验公式正确性
的同时也可以得到精确计算库仑能的最佳经验公

式. 另外, 由于库仑能经验公式与质量模型中得到
的CDE计算值与实验值之间存在差值,我们也对该
差值进行系统学研究,通过差值的大小或许可以估
计出原子核强相互作用中同位旋破缺项的大小. 一
方面检验各个模型对库仑能、库仑置换能的计算精

度;另一方面,可能通过与实验值的偏差理解同位旋
破缺效应的大小,为以后进一步改进理论模型提供
帮助.

2 理论框架

2.1 库仑能公式及库仑置换能

库仑能对原子核结构性质的影响不容忽视,库
仑能本身较为复杂,通过库仑能经验公式精确计算
库仑能的大小可以帮助我们了解库仑相互作用对

原子核结构的影响. 以最简单的液滴模型为例, 液
滴模型原子核质量公式中各项的特点是,除库仑能
项以外的其他项都与质量数A或质子数与中子数的
绝对差|N − Z|有关. 那么我们就借助镜像核A相同、
|N − Z|也相同的特殊性质将一组镜像核的质量公式
做差,之后得到的公式中只包含库仑能项,它可以直
接体现库仑相互作用的性质,得到的能量就是CDE,
其定义为

ECDE = EZ>N − EZ<N , (1)

式中EZ>N , EZ<N是一组镜像核的基态结合能, 假
设CDE是由库仑能完全产生的, CDE计算公式就
可以表示为 [7]

ECDE ≈ −EC(Z, A) + EC(A − Z, A), (2)

式中EC(Z, A)项为一组镜像核中质子数小的原子核
的库仑能, 以下文章中的Z均指代镜像核中质子数
较小的那一个. 按照上面公式计算, CDE的结果一
般应为正值.接下来将增加了不同修正项的库仑能
经验公式代入(2)式,我们可以得到不同的CDE计算
公式.

2.1.1 库仑能经验公式

假设质子占据一个半径为R0的均匀带电球体

时,由于R0与A1/3成正比,所以作为库仑相互作用直
接项的原子核库仑能经验公式表示为

EC = aC
Z2

A1/3 , (3)

将上式带入可以与库仑能有关的可计算CDE的
(2)式中,可以得到

ECDE = −
a1

A1/3

(
Z2 − (A − Z)2

)
. (4)

2.1.2 库仑交换项

为了更好地计算原子核的库仑能,根据量子力
学中对费米子波函数需要进行反对称化的要求,文
献[8]最早指出库仑能经验公式中需要加入库仑交
换项,因此我们需要在原有的库仑能经验公式上加
入库仑交换项 [9],库仑能公式具体形式如下:

EC = a1
Z2

A1/3

(
1 − Z−2/3

)
, (5)

式中Z−2/3 项为库仑交换项,将(5)式带入(2)式得

ECDE = −
a1

A1/3

[(
Z2− (A−Z)2

)
−
(
Z4/3− (A−Z)4/3

)]
. (6)

为了进一步提高库仑能公式的精度,我们为库
仑交换项单独拟合新参数,之前的库仑能公式可以
表示为

EC(Z, A) =
(
a1Z2 + a2Z4/3

) e2

R(A)
, (7)

式中a1项是库仑相互作用的直接项, a2项是库仑交

换项,另外R(A)是原子核半径,公式如下 [10]:

R(A) =

√
3
5

[(
r0A1/3

)2
+

7
3
π2a2

0

]
, (8)

其中常数取值为r0=1.15 fm, a0=0.35 fm. 该计算公
式相比于原始的均方根半径公式r0A1/3,加了弥散度
修正(Diffuseness-Modified Root-Mean-Square Radius
Equation). 将(7)式带入CDE公式(2)得到

ECDE = −
[
a1

(
Z2−(A−Z)2

)
+a2

(
Z4/3−(A−Z)4/3

)] e2

R(A)
,

(9)
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2.1.3 对修正项

考虑到质子数Z为奇数时, 最后一个质子的自
旋没有配对从而导致了需要对原始的库仑交换项做

一个修正,虽然这一项对于重核来说不是重要的影
响因素,但是它与镜像核对能项有关 [9, 11]. 所以,我
们引入对修正项将经验库仑能公式做了新的定义:

EC(Z, A) =
[
a1Z2 + a2Z4/3 + a3

(
1 − (−)Z

)] e2

R(A)
, (10)

式中a1项是库仑相互作用的直接项, a2项是根据基

态波函数反对称化要求得到的库仑交换项, a3项

是由对关联引起的修正项, 将公式(10)带入CDE公
式(2)中可得到

ECDE = −
[
a1

(
Z2 − (A − Z)2

)
+ a2

(
Z4/3 − (A − Z)4/3

)
+ a3

(
(−)A−Z − (−)Z

)] e2

R(A)
. (11)

2.1.4 质子形状因子

在库仑能经验公式中,还可以引入质子形状因
子修正 [12],如下库仑能经验公式可表示为

EC(Z, A) =
[
a1Z2 + a2Z4/3 + a3

(
1 − (−)Z

)] e2

R(A)

− f0
Z2

A
, (12)

式中最后一项为质子形状因子对库仑能的修正,
即Epf = f0

Z2

A ,其中 f0 由下式给出:

f0 = −
1
8

(145
48

)r2
pe2

r3
0

. (13)

在文献[12]中给出常数值: e2=1.44 fm, rp=0.80 fm,
将以上常数代入(13)式可得到 f0 = −0.229 MeV. 所
以考虑质子形状因子的CDE计算公式变为

ECDE = −
[
a1

(
Z2 − (A − Z)2

)
+ a2

(
Z4/3 − (A − Z)4/3

)
+a3

(
(−)A−Z − (−)Z

)] e2

R(A)
+ f0

Z2 − (A − Z)2

A
.

(14)

2.1.5 壳修正

为了使计算结果更好地接近CDE的实验值,我
们可以进一步为库仑能经验公式增加一项简单

的壳修正ashδsh, 其中ash为参数, δsh在中子数N(质子
数Z)为1–2, 3–8, 9–20, 21–28, 29–50, 51–82时分别对
应取值为1, 2, 3, 4, 5, 6 [13]. 该壳修正值虽然并非微
观计算得到,但是可以简单地区分处于不同幻数区
间的壳层结构差别.此外,还有其他引入壳修正的方
法, 如文献[14, 15]等提出的壳修正能. 公式(9)经过
改进后的计算公式变为

ECDE = −
[
a1

(
Z2 − (A − Z)2

)
+ a2

(
Z4/3 − (A − Z)4/3

)]
× e2

R(A)
− ash(δsh,Z − δsh,A−Z). (15)

想要更准确地描述CDE的性质,将该项壳修正公式
加到公式(14)后的计算公式变为

ECDE = −
[
a1

(
Z2 − (A − Z)2

)
+ a2

(
Z4/3 − (A − Z)4/3

)
+ a3

(
(−)A−Z − (−)Z

)] e2

R(A)
+ f0

Z2 − (A − Z)2

A

− ash(δsh,Z − δsh,A−Z). (16)

2.2 原子核的质量模型

原子核的质量(结合能)作为描述原子核性质最
基础的物理量,原子核的质量公式是核物理领域很
重要的研究内容.随着我国大型放射性束装置的应
用,实验技术在不断地更新进步,对于原子核质量的
实验测量越来越精确. 另一方面, 原子核质量公式
等理论研究也一直在发展中. 一般来说, 原子核质
量公式是通过拟合已知原子核的质量得到公式参

数,原则上质量公式确定了参数便可以进行外推,计
算任意原子核的质量. 对原子核质量公式的研究可
以说是核物理领域的热点问题,这对核天体、原子
物理等相关学科的研究有着重要的影响作用. 所以
科学家们对原子核质量公式进行了详细的分析并提

出了很多成功的理论模型,最初的液滴模型质量公
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式是由Weizsäcker [16]提出的,

B = Bv + Bs + BC + Ba + Bp

= avA − asA2/3 − aC
Z2

A1/3 − aa
(N − Z)2

A
+ apδA−1/2,

(17)

式中体积能为Bv = avA, 表面能为Bs = −asA2/3, 对
称能为Ba = −aa

(N−Z)2

A ,对能为Bp = apδA−1/2,库仑能
为BC = −aC

Z2

A1/3 .
液滴模型的提出有两个主要依据: 一是由原子

核结合能发现原子核每个核子的平均结合能几乎是

个常数,这说明核子间的相互作用力具有饱和性;二
是原子核密度几乎是常量,这说明原子核具有不可
压缩性. 这两个性质与液体性质相似, 因此可以将
原子核看成带正电的液滴,便提出了原子核的液滴
模型,液滴模型在研究裂变过程、核反应中复合核
的性质中也有较好的处理结果 [17].
液滴模型在计算中应用比较广泛, 许多文

章 [18–21]都致力于液滴模型公式的形式改进, 增加
各种新项的修正,更加符合实验值.液滴模型可以用
来反映原子核性质的平均趋势,但它不能再现原子
核内的精细结构. 为了改进质量公式, 需要进一步
考虑原子核的壳层结构. 在液滴模型的基础上引入
壳修正等,就是常用的宏观-微观模型.
在原子核性质的研究过程中,科学家们建立了

大量不同的原子核理论模型, 目前宏观-微观模型
已在原子核质量计算、原子核基态性质等方向取

得了很大的成功. 经典的宏观-微观模型例如有限
力程小液滴模型(FRDM) [12]、Weizsäcker-Skyrme模
型(WS4) [22]、KTUY05质量模型 [23]都是经典的宏

观-微观模型. 以FRDM和WS4为例, FRDM(2012)经
过长期发展, 不断地增加新的修正项才能够很好
地计算基态质量,而WS4是以液滴模型为基础修改
的模型. 相较于FRDM, 它计算参数较少, 更易计
算,并且将宏观与微观的同位旋效应同时考虑在内,
能够更好地计算原子核的质量. 它们的原子核结
合能与实验值平均相差不到1 MeV, 是非常成功的
质量模型. 此外, Duflo-Zuker (DZ)质量模型 [24–26]以

及ETFSI12质量模型 [27]严格讲不属于宏观-微观模
型,它们可以很好地再现原子核性质.

此外, 还有基于微观的密度泛函理论的质量
计算模型, 如HFB21 [28], SLy4 DFT, SkM* DFT, SkP
DFT [29, 30], RCHB [31]等. 其中, RCHB(相对论连续
谱Hartree-Bogoliubov理论)考虑了连续谱的影响,它
是较成功地描述奇特原子核以及稳定原子核的基态

特性的研究理论之一.

3 结果与讨论

我们选取了两组研究对象,一组是位于sd壳层、
质量数为16 < A < 40的57组镜像核作为sd壳研究对
象,另外一组是位于fp壳层、质量数为40<A<80的
85组镜像核作为fp壳层研究对象,主要研究它们之
间的结合能之差(CDE). 文章中用到的所有原子核
的基态结合能实验值数据都来自于文献[32], 将原
子核结合能的实验值带入(2)式就可以获得CDE的
实验值.实验数据、估计数据的个数见表1. 在拟合
公式参数时,为避免估计值带来的偏差,我们只采用
精确的实验数据进行拟合.

公式(4), (6), (9)和(15)通过拟合实验值得到的
参数见表2. 我们将四个不同的公式在sd壳、 fp壳
的CDE计算值与实验值之差∆CDE一并画在图中,
见图1. 通过计算得到四个不同经验公式在sd, fp壳
层的均方根误差见表3.

通过对图1的观察发现,随着sd壳和fp壳质子数
与中子数绝对差值|N −Z|的增加,公式(4)的∆CDE值
逐渐远离图中虚线0 MeV.这说明公式(4)计算值与
实验值之间的差距增大,而公式(6)和(9)的计算值与
实验值符合情况较好.从表3中均方根误差的大小来
看, 这三个经验公式在fp壳的符合情况要好于sd壳.
我们还发现增加了库仑交换项的公式(6)和(9)的计

表表表 1 本文使用的镜像数据组的数目统计

Table 1 The number of date sets for mirror nuclei used in this paper

分组 sd壳实验 sd壳估计 fp壳实验 fp壳估计

|N − Z| = 1 12 0 17 3

|N − Z| = 2 11 0 9 10

|N − Z| = 3 10 0 7 11

|N − Z| = 4 5 4 0 11

|N − Z| = 5 1 7 0 9

|N − Z| = 6 1 6 0 8
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表表表 2 库仑能经验公式参数以及标准误差(MeV)
Table 2 The parameter value in the empirical formula of Coulomb en-
ergy and its standard error (MeV)

参数 a1 a2 a3 ash

Eq. (4) 0.619±0.026 – – –

Eq. (6) 0.687±0.009 – – –

Eq. (9) 0.451±0.003 −0.325±0.034 – –

Eq. (11) 0.450±0.003 −0.321±0.033 −0.075±0.035 –

Eq. (14) 0.451±0.003 −0.480±0.033 −0.075±0.035 –

Eq. (15) 0.451±0.003 −0.327±0.034 – −0.076±0.070

Eq. (16) 0.452±0.003 −0.481±0.033 −0.069±0.036 −0.041±0.072

表表表 3 库仑能经验公式的均方根误差(MeV)
Table 3 The root mean squared error of the Coulomb energy empirical
formula (MeV)

模型 sd fp sd+fp

Eq. (4) 0.578 0.575 0.577
Eq. (6) 0.305 0.228 0.273
Eq. (9) 0.243 0.175 0.215
Eq. (11) 0.231 0.171 0.206
Eq. (14) 0.233 0.17 0.207
Eq. (15) 0.239 0.171 0.211
Eq. (16) 0.227 0.175 0.205

FRDM [12] 0.739 0.452 0.585
WS4 [22] 0.880 0.471 0.666

KTUY05 [23] 0.320 0.869 0.702
DZ [24–26] 0.494 0.492 0.493

ETFSI12 [27] 1.143 1.634 1.606
HFB21 [28] 1.103 0.716 0.892
SLy4 [29, 30] 1.100 1.595 1.428
SkM* [29, 30] 2.124 3.239 2.851
SkP [29, 30] 1.174 1.687 1.521
RCHB [31] 0.444 0.790 0.664

算值符合情况要明显好于最简形式的公式(4),说明
了库仑交换项对库仑能经验公式的修正具有很重要

的影响作用. 而对比公式(9)和(6)的均方根误差, 可
以发现单独拟合得到的库仑能交换项参数更加精

确. 因此, 库仑能经验公式中库仑交换项是不容忽
视的.

在图1中, 公式(15)的符合情况是最好的, 这说
明壳修正对CDE有一定贡献,可以帮助更好地计算
CDE.同时在公式(9)基础上引入了对修正项、质子
形状因子以及壳修正这三种修正项形成新的CDE计
算公式,公式(11), (14)和(16)在线性回归分析后得到

的新参数值见表2. CDE计算值与CDE实验值进行
对比,见图2.另外,三个含有不同修正项的库仑能经
验公式在sd, fp以及sd+fp壳层的计算值均方根误差
见表3. 在表3中公式(11)的均方根误差比公式(9)的
结果好,这说明了对修正项对CDE是有一定贡献的.
根据对图2的观察, 公式(11), (14)和(16)的CDE计算
值与CDE实验值间的符合情况并没有很大的差异,
再由表3可以看到, 在fp壳层, 公式(11)的均方根误
差和增加修正项(14)的结果接近. 在公式(14)中包
含了四项, 每一项对CDE的贡献各有不同, 我们选
择sd壳A=31的一组镜像核以及fp壳A=51的一组镜
像核分析每一个作用项的大小,见图3. 我们不难看
出,每一项都随着|N − Z|的增大而增大,并且CDE的
主要贡献来源于a1项. 由于 f0项本身数值偏小, 在
图3中也可以看出质子形状因子修正项对CDE的贡
献较小. 在图3的例子中,约为2%. 在拟合过程中,通
过对公式参数的重新拟合,该项对CDE计算精度的

|N−Z|=1 |N−Z|=2

|N−Z|=5 |N−Z|=6

|N−Z|=3 |N−Z|=4

图图图 1 (网络版彩图)公式(4), (6), (9)和(15)对sd壳、fp壳镜像
核的∆CDE计算值.按照质子数与中子数的绝对差值|N−Z|分
为6组, 文献[32]质量表中的估计值用空心黑色方块表示,
实心黑色方块表示准确的实验值. 若∆CDE为负, 则表明,
CDE的理论计算值偏小,反正为正
Figure 1 (Color online) The calculated ∆CDE values for mirror nuclei
in sd and pf shells by eqs. (4), (6), (9) and (15). The results have been
separated in six groups according to the difference between neutron and
proton numbers |N − Z|. The estimated values in mass table in ref. [32]
are indicated by the empty black square, and the experimental data have
been noted by solid black squares. The negative ∆CDE indicates that the
theoretical result is smaller than the experimental data, and vice versa.
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|N−Z|=1 |N−Z|=2

|N−Z|=5 |N−Z|=6

|N−Z|=3 |N−Z|=4

图图图 2 (网络版彩图)如图1,公式(11), (14)和(16)的计算值
Figure 2 (Color online) Same as Figure 1, but for CDEs by calculated
eqs. (11), (14) and (16).

|N−Z|

A=31

A=51 a1 a2 a3 f0

a1 a2 a3 f0

图图图 3 (网络版彩图)公式(14)中各项对A=31, 51镜像核的
CDE贡献
Figure 3 (Color online) Contributions to CDE for A=31 and 51 mirror
nuclei by each term in eq. (14).

改进就更加不明显,因此在图中较难看出质子形状
因子的贡献.
同时, 在公式(14)的基础上增加壳修正项的公

式(16)在图2中可以看出,随着|N − Z|值的增大,它与
实验值越来越靠近.而且在表3中,公式(14)与(16)的
均方根偏差相差不多. 但在公式(15)的结果中可以
看出较明显的壳修正影响, 公式(16)和(14)相比, 不
是直接加上壳修正项,而是重新调整拟合了公式参
数, 因此壳修正对CDE 的影响变得并不显著. 并且
可以发现,库仑经验公式在参数增加到一定程度之
后,就难以进一步显著提高精度,一方面是由于库仑

能经验公式的主要要素已经被库仑直接项、交换项

描述,另一方面,可能是由于拟合的精度已接近经验
公式描述的极限,无法更加精确地描述CDE的大小.
因此根据结果来看, 公式(16)是目前工作中均方根
误差值较小的计算公式,而且该公式的CDE计算值
在sd壳、fp壳以及sd+fp壳上都能很好地符合CDE实
验值.

我们将多个现在被广泛应用的较为成功的

质量模型数据进行对比, 见图4. 根据CDE计算值
与CDE实验值之间的差值,我们可以发现对比其他
质量模型的差值数据, 公式(16)得到差值的浮动很
小, 较为均匀地分布在0 MeV附近, 是目前工作中
发现结果最符合CDE实验值的计算公式. 我们也在
表3中列出了不同模型的均方根误差,在sd壳均方根
误差最小是KTUY05质量模型, 在fp壳核素均方根
误差最小的是FRDM,整体来讲, DZ公式的均方根
误差较小.

库仑置换能,除了库仑相互作用的贡献之外,还
包含了强相互作用中同位旋破缺项的贡献,由于在
这些理论中没有包含后者,所以对理论和实验系统
差别的研究,可以帮助我们估计出同位旋破缺项的
大小. 微观模型本身的不足也可能导致CDE计算结
果相对于实验值有偏差, 同时已有研究 [33–35]表明,
在原子核壳模型中引入库仑相互作用和有效同位

旋破缺相互作用可以解释原子核基态和低激发态

的CDE.所以我们对这部分差异值进一步研究,希望
可以通过CDE差值来估计出同位旋破缺项的大小,
见图5和6.

为了更直观地描述CDE差值的大小, 我们研
究了∆CDE数值大小与|N − Z|之间的关系, 图5描
述的是本工作中拟合的不同库仑能公式得到

的∆CDE在sd壳和fp壳随着|N − Z|的变化趋势. 在
图5中sd壳和fp壳分别由两条线表示,它们为包含估
计数据的实验值所得结果和准确实验值的结果.首
先分析包含估计数据的结果,由于库仑能经验公式
修正项的增加使得∆CDE越来越接近0 MeV,在sd壳
以及fp壳中,公式(16)的计算结果相较于其他公式更
为接近0 MeV.但通过sd壳与fp壳的对比来看, 所有
库仑能公式在图5 sd壳中的误差值相对较小,即sd壳
的CDE差值比fp壳的小. 另外, 公式(4)和(6)的计算
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|N−Z|=1 |N−Z|=2

|N−Z|=5 |N−Z|=6

|N−Z|=3  |N−Z|=4

图图图 4 (网络版彩图) sd壳和fp壳的CDE计算值与CDE实验值
的差

Figure 4 (Color online) The difference between calculated and experi-
mental CDEs for sd and pf shell nuclei.

|N−Z|

图图图 5 (网络版彩图) ∆CDE是CDE理论值与实验值之间的差
异的平均值,其相应的标准差作为误差,图中是库仑能经验
公式的∆CDE. 实线连接的空心点表示包含文献[32]中的质
量表的实验值及估计值的∆CDE, sd, fp区核素在图中标记
为“sd”和“fp”. 去掉了估计值的∆CDE由实心点且虚线连接
表示, sd, fp区核素在图中标记为“sd′”和“fp′”
Figure 5 (Color online) ∆CDE is the average value obtained by the
discrepancies between theoretical and experimental values, and the cor-
responding standard deviation is used as the error bar. In the figure, it is
the ∆CDE obtained by Coulomb energy empirical formulas. Open points
connected with solid lines are for the cases including both experimental
and estimated values in the mass table of ref. [32]. The results for sd and
fp shell nuclei are labeled as “sd” and “fp” in the plot. Filled points con-
nected with dashed lines are for the cases excluding the estimated values.
The results for sd and fp shell nuclei are labeled as “sd′” and “fp′” in the
plot.

|N−Z||N−Z|

图图图 6 (网络版彩图)如图5,质量模型得到的∆CDE
Figure 6 (Color online) Same as Figure 5, but for ∆CDE of mass
models.

结果∆CDE的绝对值随着|N − Z|的增大而增大,但是
在sd壳、fp壳中的变化趋势是相反的.

图6与5相似, 但展示的是在sd壳和fp壳不同质
量模型的∆CDE值.从图6包含估计数据的结果来看,
由质量模型得到的CDE差值浮动较大, FRDM, WS4,
DZ这些模型, 在sd区符合地差一点, 但是在fp区的
情况要好一些. HFB21, WS4, DZ这三种质量模型
的∆CDE值在不同壳层中随着|N − Z|的变化趋势是
相反的. 值得一提的是, HFB21质量模型在计算
时忽略了库仑交换能. 另外, SkP DFT, SLy4 DFT,
SkM* DFT 这三个质量模型在sd壳、 fp壳∆CDE的
变化趋势相同,相对实验值均偏低. FRDM质量模型
的∆CDE值在sd壳的∆CDE值随着|N − Z|值的增大而
逐渐偏离0 MeV,但是在fp壳数值较小.

而我们所观察到的问题是一部分质量模型得到

的CDE值远大于1 MeV, 这主要是因为微观质量模
型没有包含同位旋破缺项,所以结果偏小但给出来
的CDE差值变化趋势更加符合物理,而唯象模型参
数化为主,系统性趋势不明显,这里用的密度泛函类
型的微观模型精度差一些, 所以结果偏离1 MeV或
以上.

在图5和6中, fp壳在|N − Z| = 4, 5, 6时都是由质
量表中的估计数据得到的∆CDE,统计误差偏大.因
此在图5和6中同时展示了去掉估计数据后只包含
准确的实验值得到∆CDE值. 对比图中只有准确的
实验值和包含估计数据的结果发现准确的实验值∆
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CDE平均值结果要小,相应的统计误差比包含估计
数据的实验值更明显一些. 因此质量的精确测量对
库仑能、CDE的研究十分重要,而估计数据与实验
值的偏差会给CDE等研究带来障碍.
∆CDE的平均值与标准差计算结果见表4. 在

表4中, SLy4, SkM* DFT, SkP DFT, RCHB这四个质
量模型是基于有效核力,都属于微观的理论工具,它
们得到的CDE都是相对于实验值偏小,反应了同位
旋破缺项的缺乏等导致结果出现系统地偏差. 而其
他的唯象质量模型,通过引入唯象参数来拟合实验
数据,尤其是本工作中拟合的库仑能经验公式精度
提高到一定程度之后,就很难进一步地改进,所以系
统性的趋势不明显,有类似随机的误差,难以给出系
统的物理图像.此外CDE本身比较复杂,对相关镜像
核的结构差别也比较敏感,所以也很难使用经验公
式进行精确描述.

4 总结

库仑能是核结构中重要的研究问题,我们结合

表表表 4 ∆CDE实验值平均值及标准差(MeV)
Table 4 The mean and standard error of ∆CDE experimental value
(MeV)

模型 sd fp sd+fp

Eq. (4) 0.281 ± 0.138 −0.521 ± 0.164 −0.063 ± 0.425

Eq. (6) 0.024 ± 0.030 0.116 ± 0.053 −0.036 ± 0.081

Eq. (9) −0.099 ± 0.037 0.145 ± 0.058 0.005 ± 0.130

Eq. (11) −0.118 ± 0.044 0.031 ± 0.024 −0.054 ± 0.082

Eq. (14) −0.116 ± 0.042 0.036 ± 0.017 −0.051 ± 0.082

Eq. (15) −0.123 ± 0.046 0.024 ± 0.027 −0.060 ± 0.083

Eq. (16) −0.098 ± 0.035 0.052 ± 0.015 −0.034 ± 0.080

FRDM [12] −0.499 ± 0.194 0.194 ± 0.074 −0.202 ± 0.376

WS4 [22] 0.218 ± 0.269 −0.019 ± 0.037 0.116 ± 0.236

KTUY05 [23] −0.012 ± 0.032 −0.191 ± 0.090 −0.089 ± 0.109

DZ [24–26] 0.107 ± 0.088 0.069 ± 0.021 0.091 ± 0.071

ETFSI12 [27] −1.185 ± 0.502 −0.727 ± 0.343 −0.988 ± 0.496

HFB21 [28] 0.302 ± 0.201 0.240 ± 0.135 0.275 ± 0.178

SLy4 [29, 30] −0.932 ± 0.411 −0.920 ± 0.376 −0.927 ± 0.396

SkM* [29, 30] −1.837 ± 0.448 −2.443 ± 0.304 −2.096 ± 0.494

SkP [29, 30] −0.994 ± 0.439 −0.934 ± 0.412 −0.968 ± 0.428

RCHB [31] −0.016 ± 0.062 −0.234 ± 0.088 −0.109 ± 0.131

原子核质量表中结合能的实验数据,对含有不同修
正项的库仑能公式进行了讨论并分析结果.首先以
液滴模型的库仑能经验公式为基础,将不同的修正
项加入其中形成新的库仑能公式,通过CDE计算值
与实验值的对比以及各个经验公式的均方根误差大

小来判断库仑能经验公式的正确性. 而这些拟合得
到的经验公式比较粗糙,无法包含原子核的结构信
息,可以作为库仑能的经验参考.

本文公式(16)计算的结果最符合实验值,它对应
的库仑能经验公式包含库仑相互作用的直接作用

项、库仑交换修正项、对关联修正项以及质子形状

因子项与壳修正项.此时的库仑能公式能够很好地
解释原子核的库仑相互作用,但CDE计算值与实验
值之间仍然存在一些差异.

我们接下来继续调研了常见的质量模型,系统
分析了它们对CDE的描述情况. 一般认为, 理论模
型对实验CDE的系统性差别来自于模型中缺失的强
相互作用的同位旋依赖项.我们通过库仑能经验公
式及各个质量模型研究CDE理论与实验值的差异,
即∆CDE, 把相关数据按照|N − Z|来进行分组(与同
位旋第三分量有关),发现随着|N −Z|的增加,经验公
式及质量模型的∆CDE绝对值会增加, 可能是同位
旋破缺项可随着同位旋第三分量增加而导致的.

库仑能经验公式的∆CDE在sd区和fp区呈现不
同的系统学趋势, 而在增加了多个修正项之后, 系
统偏差不明显,可能是由于在经验公式中的唯象参
数无法包含具体的核结构信息,增加参数个数也无
法进一步地提高公式精度,从而与实验值的差别类
似于随机的误差, 不能进行系统性修正. 而基于微
观密度泛函理论计算的∆CDE, 与实验值相比系统
性偏小,随着|N − Z|增加偏小地更多,该系统偏差有
望在原有的唯象核力中引入同位旋相关来修正,也
反应了微观理论模型对正确地理解物理图像十分

重要.

此外,我们也发现把质量表中的估计值去除之
后, ∆CDE的大小及统计误差均减小了, 一方面表
明,这些估计值可能和真实的实验值有较明显的差
异,另一方面也反应了精确的实验数值对理论上研
究CDE及同位旋破缺项的贡献十分重要.
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Systematic study of Coulomb displacement energy based
on the Coulomb energy empirical formula and

mass model
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In this study, starting from the nuclear binding energy, we studied the empirical formula of the Coulomb energy systemati-
cally. Beginning with the simplest empirical formula, we added the Coulomb exchange term, pairing correlation, and shell
correction, to calculate the Coulomb energy more precisely. In addition, we investigated the Coulomb displacement energy
of widely used mass models. The discrepancies between the calculation results and experimental data might be caused
by the missing of the isospin breaking terms of strong interactions in theory. By investigating these discrepancies, we
found that the results obtained by microscopic theories presented a distinctive systematical behavior. Thus, these theories
can be improved by including isospin breaking terms. However, in the results obtained by phenomenological models, the
systematical behavior is unclear. This occurs because it is difficult for the information of the microscopic nuclear structure
to be absorbed into the parameters of phenomenological models.
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