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摘要 本文总结了近年来作者对 Anosov 映射及其同伦类关于不变子丛可积蕴涵的刚性现象的研究.

对于 Anosov 微分同胚, 本文给出了其强子丛的联合可积性与中心子丛的 Lyapunov 指数谱刚性的等

价刻画. 在此基础上, 本文进一步证明了, 对于在部分双曲映射之集中同伦于 Anosov 微分同胚的、具

有一维中心子丛的微分同胚, 其稳定子丛与不稳定子丛联合可积, 当且仅当其周期点处沿中心子丛的

Lyapunov指数与线性部分的相等. 对于不可逆 Anosov可微映射,通过建立其在不稳定子丛的可积性、

稳定指数的刚性以及拓扑共轭的存在性之间的联系,本文给出了这类非结构稳定的系统在拓扑共轭意

义下的分类, 同时研究了其同伦类的半共轭刚性.
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1 引言

动力系统中的刚性问题关注的是两个或多个系统之间的某种 “弱等价” 关系是否蕴涵着某种 “强

等价” 关系. 就一致双曲系统与部分双曲系统而言, 其刚性现象在数十年来被持续挖掘研究, 如上同

调方程解的存在性及其正则度的提升 [13, 14,34,42–45,74]、同伦系统之间拓扑半共轭或拓扑共轭的存在

性 [17,18]、周期数据蕴涵拓扑共轭的光滑性 [12, 22,24–26,29]、体积测度意义下 Lyapunov指数刻画光滑共

轭 [4, 27,66] 等.

在研究具备双曲性系统的刚性、遍历性与结构稳定性等问题时, (不变的) 叶状结构能将系统的动

力学行为简化、将维数降低、将问题约化, 起着至关重要的作用. (部分) 双曲系统与非一致双曲系统

的叶状结构已然成为了相对独立的课题 (参见文献 [6,9,23,38,51,58,59,65]). 而叶状结构的刚性问题也
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被广泛且深入地研究, 如光滑的双曲叶状结构刻画系统的光滑共轭类 [7, 16,20,21,39] 和绝对连续的 (或

光滑的) 中心叶状结构限制系统的光滑结构 [5, 6, 28] 等.

以往的研究聚焦于对已经存在的不变叶状结构提出光滑性条件, 从而探寻其中的刚性现象. 本文

从不变子丛的可积性 (或不变叶状结构的存在性) 的角度出发探索 (部分) 双曲系统的刚性问题. 我们

着重关注在整个流形上具备一致双曲性的系统, 即 Anosov 系统. 继 Anosov 微分同胚与一致扩张的局

部微分同胚之后, Mañé 和 Pugh [47] 于 1975 年引入了 Anosov 映射这一概念. 方便起见, 约定本文的

流形 M 是光滑的、紧致无边的 Riemann 流形.

定义 1.1 称一个局部微分同胚 f : M → M 是 Anosov 映射, 如果存在一个 Df - 不变的、连续

的子丛 (称为稳定子丛) Es
f ⊂ TM , 使得

(1) Df 限制在 Es
f 上一致压缩;

(2) Df 在商丛 TM/Es
f 上诱导的映射是一致扩张的.

注 1.1 当 Es
f 平凡时, 称 f 是扩张映射. 当 f 是微分同胚时, 称 f 是 Anosov 微分同胚, 此时切

丛上具有一个 Df - 不变的直和分解 TM = Es
f ⊕ Eu

f , 使得 Df 限制在子丛 Eu
f (称为不稳定子丛) 上

扩张.

不难发现,当 Anosov映射 f 不可逆且非扩张时,其扩张方向往往依赖于其逆向轨道的选取,同时

一个逆向轨道也唯一决定了沿着该轨道扩张的方向. 由此, 一个自然地定义 Anosov 映射的方式是沿

着轨道给出双曲分解. 记映射 f : M → M 的轨道空间 (亦称逆极限空间) 为 Mf ,

Mf := {x̃ = (xi) ∈ MZ | f(xi) = xi+1,∀ i ∈ Z},

其中 MZ 取乘积拓扑. 下面利用轨道空间给出 Anosov 映射的等价定义, 该定义由 Przytycki [56] 给出,

两个定义方式的等价性的证明可参见文献 [67].

定义 1.2 称一个局部微分同胚 f : M → M 是 Anosov 映射, 若存在常数 C > 0 与 0 < µ < 1,

使得对每一个轨道 x̃ = (xi) ∈ Mf , 存在 Df - 不变的切丛分解

TxiM = Es
f (xi, x̃)⊕ Eu

f (xi, x̃), ∀ i ∈ Z,

且对于任意 n > 0, i ∈ Z 以及 vs/u ∈ E
s/u
f (xi, x̃) 有

∥Dxif
n(vs)∥ 6 Cµn∥vs∥ 且 ∥Dxif

n(vu)∥ > C−1µ−n∥vu∥.

注 1.2 稳定方向 Es
f (xi, x̃) 与轨道的选取无关, 故记为稳定子丛 Es

f . 由稳定流形定理可知, Es
f

是唯一可积的, 即存在叶状结构 Fs
f 切于子丛 Es

f , 使得过点 x 的、处处切于 Es
f 的曲线均位于单条叶

片 Fs
f (x) 上. 不稳定方向 Eu

f (xi, x̃) 往往与轨道的选取有关. 显然, Anosov 微分同胚和扩张映射的双

曲分解与轨道的选取无关. 当不稳定方向与轨道选取无关时, 称其构成不稳定子丛 Eu
f . 特别地, 它也

是唯一可积的. 关于 (不) 稳定子丛的唯一可积性 (稳定流形定理) 的证明可参见文献 [72].

定义 1.3 称一个局部微分同胚 f : M → M 是部分双曲的, 如果存在常数 C > 0 与 0 < µ < 1,

以及对每一个轨道 x̃ = (xi) ∈ Mf , 存在 Df - 不变的控制分解

TxiM = Es
f (xi, x̃)⊕ Ec

f (xi, x̃)⊕ Eu
f (xi, x̃), ∀ i ∈ Z,

即存在 n > 0 使得对任意的 i ∈ Z, 有

∥Dfn|Es
f (xi,x̃)∥ < m(Dfn|Ec

f (xi,x̃)) < ∥Dfn|Ec
f (xi,x̃)∥ < m(Dfn|Eu

f (xi,x̃))

并且 Df 在 E
s/u
f 上一致压缩/扩张 (见定义 1.2), 这里 m(·) 是线性算子的小模, 即 m(L) = ∥L−1∥−1.
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称切方向 Es
f , E

c
f 和 Eu

f 分别为 f 的稳定方向、中心方向和不稳定方向, 它们允许是平凡的, 但

Es
f 和 Eu

f 至少有一个非平凡. 当 Es
f 平凡时, 称 f 是 cu- 部分双曲的; 当 Eu

f 平凡时, 称 f 是 sc- 部

分双曲的. 称局部微分同胚 f 是绝对部分双曲的, 如果存在 0 < µ1 < 1 < µ2 与 n ∈ N, 使得对任意
x̃ = (xi) ∈ Mf 和任意 i ∈ Z 有

∥Dfn|Es
f (xi,x̃)∥ < µ1 < m(Dfn|Ec

f (xi,x̃)) 6 ∥Dfn|Ec
f (xi,x̃)∥ < µ2 < m(Dfn|Eu

f (xi,x̃)).

与注 1.2类似, 稳定方向与轨道选取无关,故称 Es
f 为 f 的稳定子丛; 但一个点的中心方向与不稳

定方向往往依赖于轨道的选取, 当中心方向或不稳定方向与轨道选取无关时, 称其为中心子丛或不稳

定子丛. 特别地, 这里的稳定子丛、中心子丛和不稳定子丛均是 Df - 不变的子丛. 注意到, (不) 稳定

子丛具有唯一可积性, 但中心子丛不一定可积 (参见文献 [52]).

2 Anosov 微分同胚的刚性

本节介绍环面 Anosov 微分同胚 (及其同伦类) 的子丛联合可积的刚性理论. 一般地, 考虑微分同

胚 f : M → M 具有 (不变的) 部分双曲分解

TM = Es
f ⊕ Ec

f ⊕ Eu
f .

Pugh 和 Shub [57] 在研究保体积部分双曲系统的稳定遍历性时, 提出了一个重要的判据—su- 可达性,

即流形上任意两点可由若干条切于 Es
f 或 Eu

f 的曲线连接. 他们猜测 su- 可达性蕴涵了遍历性, 并且

具备 (本质的) su- 可达性的系统在保体积的部分双曲系统中是 C1- 开且 Cr- 稠密的. 这里, “本质可

达性” 是指流形上去除 Lebesgue 零测集后的点集具有可达性.

有丰富的证据表明 “绝大多数” 系统是 su- 可达的, 如中心一维时 su- 可达性是开稠的 (参见文

献 [62]). 少部分的非 su- 可达的系统是否有更多的刚性现象? Rodriguez Hertz [61] 在研究环面部分双

曲自同构的稳定遍历性时, 证明了线性系统的小扰动要么是 su- 可达的, 要么是 su- 联合可积的 (后

文简称为 su- 可积)—存在切于 Es
f ⊕ Eu

f、维数为 dim(Es
f ⊕ Eu

f ) 的叶状结构. 对一些特定的系统 (如

3-维环面的 Anosov系统或其部分双曲的同伦类), 也有学者证明了其具有 su-可达或 su-可积的二分

性质 (参见文献 [36, 37, 60]). 基于上述非 su- 可达在几何上的刚性现象 (即 su- 可积), 我们进一步考

虑子丛 Es
f ⊕Eu

f 的可积性蕴涵的更多动力学性质. 我们将观察到,在一些系统中, su-可积性可以等价

地被系统在中心子丛 Ec
f 上的 Lyapunov 指数刻画. 这些系统包含环面双曲系统的中心一维的同伦类

(参见第 2.1 小节) 和具备高维中心子丛的环面双曲系统 (参见第 2.2 小节).

2.1 具备一维中心丛的同伦系统

Anosov 映射的同伦类系统 (也称为 DA (derived from Anosov) 系统) 的研究始于 Smale [69] 构造

非平凡的基本集. 随后 Shub [68] 和 Franks [18] 对幂零流形上的扩张映射与 Anosov 微分同胚的同伦类

给出了半共轭意义下的分类. 1978 年, Mañé [46] 在 3- 维环面上构造了部分双曲的 DA 微分同胚, 从而

给出了持续传递的但非一致双曲的例子. 时至今日, Mañé 构造的这类 DA 系统的动力学行为已有广

泛的研究和丰富的结果, 例如其中心子丛的可积性与叶共轭的存在性 [9, 35,55]、中心 Lyapunov 指数的

刚性与可变性 [10,19,53]、最大熵测度的唯一性 [15, 71]、遍历性 [19,37] 和 Bernoulli 性质 [54] 等.

本小节介绍具备一维中心子丛的部分双曲 DA 微分同胚的刚性. 首先考虑 3- 维流形的情形. 注

意到, 能支撑 DA 微分同胚的 3- 维流形只能是 3- 维环面 T3 [18,48,50].
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定理 2.1 [19] 设 f : T3 → T3 为 C1+α- 光滑的、保体积的微分同胚, 具备部分双曲分解 TT3 =

Es
f ⊕ Ec

f ⊕ Eu
f . 如果 f 的线性化 A : T3 → T3 为双曲自同构, 则下列两条性质等价:

(1) f 的稳定子丛 Es
f 与不稳定子丛 Eu

f 联合可积;

(2) f 的任意周期点处的中心 Lyapunov 指数与 A 的相等.

特别地, 以上两条均蕴涵着 f 是一个 Anosov 微分同胚.

Hammerlindl 和 Ures [37] 证明了, 对于定理 2.1 中的系统 f , 如果它不遍历 (关于体积测度), 则它

是 su-可积的. 结合该结果与定理 2.1,我们得到如下推论.特别地,这回答了 Rodriguez Hertz等 [63, 64]

提出的遍历性猜测的 T3 情形.

推论 2.1 [19, 37] 闭的 3- 维 Riemann 流形上任意一个 C1+α- 光滑的、保体积的、部分双曲的 DA

微分同胚都是遍历的.

尽管 3- 维流形上部分双曲的 DA 微分同胚的研究已日趋深入, 但其拓扑传递性依然是一个公开

问题. 有部分证据 [8, 73] 表明, su- 可达性在一定程度上能反应部分双曲系统的传递性. 下面这个二分

结果表明 T3 上非双曲的部分双曲 DA 微分同胚总是 su- 可达的. 特别地, 这证明了 Mañé [46] 构造的

持续传递非双曲的例子是 su- 可达的.

定理 2.2 [36] 设 f : T3 → T3 为 C1+α-光滑的部分双曲微分同胚,且同伦于双曲自同构 A : T3 →
T3, 则下列二分成立:

• 要么, f 是可达的;

• 要么, f 是 Anosov 微分同胚, 且其任意周期点处的中心 Lyapunov 指数与 A 的相等.

注意到, 环面上的 Anosov 微分同胚总是传递的. 因此结合定理 2.2 与文献 [8] 的结果, 我们得到

如下推论.

推论 2.2 [8, 36] 设 f : T3 → T3 为 C1+α- 光滑的、部分双曲的 DA 微分同胚. 如果其非游荡集为

整个环面 T3, 则 f 是拓扑传递的.

如引言中所介绍的, Lyapunov 指数是刻画 Anosov 系统光滑共轭的重要指标之一 (参见文献 [12,

22,24–27,66]). 其中, 一项对于高维刚性研究具有启发性的结果是, Gogolev和 Guysinsky [25] 利用周期

点处中心 Lyapunov 指数相等这一条件, 证明了 T3 上两个 Anosov 系统的拓扑共轭保持三族 1- 维的

叶状结构. 受定理 2.1 和 2.2 的启发, 我们也考虑了前述文献 [25] 结果的反问题, 得到如下等价刻画.

记 Per(f) 为映射 f 的所有周期点所构成的集合.

定理 2.3 [25, 75] 设 f, g : T3 → T3 为 C1+α- 光滑的 Anosov 微分同胚, 分别具有部分双曲分解

TT3 = Ess
f ⊕ Ews

f ⊕ Eu
f 与 TT3 = Ess

g ⊕ Ews
g ⊕ Eu

g , 其中 Ess
f/g 与 Ews

f/g 分别被称为强稳定子丛与弱稳

定子丛, 使得 Ess
f ⊕ Ews

f = Es
f , E

ss
g ⊕ Ews

g = Es
g . 如果 f 与 g 通过同胚 h : T3 → T3 共轭, 则下列两条

性质等价:

(1) h 将 f 的强稳定流形 Fss
f 映射为 g 的强稳定流形 Fss

g ;

(2) f 与 g 对应周期点处的中心 Lyapunov 指数相等, 即 λws(p, f) = λws(h(p), g), ∀ p ∈ Per(f).

特别地, 以上两条均蕴涵拓扑共轭 h 沿着弱稳定流形是 C1- 光滑的.

注 2.1 注意到, T3 上部分双曲的 Anosov 微分同胚的一维子丛均是可积的, 且拓扑共轭将中心

流形映为中心流形 [55]. 当 g 为 f 的线性化 A时, h将 f 的强稳定流形映射为 A的强稳定流形当且仅

当 Ess
f 与 Eu

f 联合可积
[19, 37]. 因此, 定理 2.1 的 Anosov 情形可以视为定理 2.3 的一个特例.

在本小节的最后, 我们给出定理 2.1 的在高维环面 Td (d > 4) 时具有一维中心子丛的类似版本.
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设双曲自同构 A : Td → Td (d > 4) 具有中心一维的部分双曲分解

TTd = Ls ⊕ Lc ⊕ Lu,

其中 dimLc = 1. 记集合 PHA 为同伦于 A 且具有相同维数部分双曲分解的微分同胚的集, 即

PHA = {f : Td → Td | f 同伦于 A,dimEs
f = dimLs,dimEu

f = dimLu,且 dimEc
f = dimLc = 1}.

记 PH0
A 为集合 PHA 中包含中心子丛可积的映射的连通分支的并集. 注意到 PH0

A 中的映射 f 具有

中心叶状结构 Fc
f
[15], 且存在 f 与 A 之间中心流形的叶共轭 hc : Td → Td, 即同胚 hc 满足

hc(Fc
f (x)) = Lc(hc(x)) 且 hc ◦ f(Fc

f (x)) = A ◦ hc(Fc
f (x)).

这对于我们的技术是至关重要的.

称环面上的局部微分同胚 f : Td → Td 是不可约的,如果由 f 诱导的、在基本群 π1(Td)上的自同

态 f∗ 所对应的矩阵的特征多项式在 Q 上是不可约的.

定理 2.4 设不可约的双曲自同构 A : Td → Td (d > 4) 具有中心一维的部分双曲分解, 则 PH0
A

中任意一个 C1+α- 光滑的、保体积的微分同胚 f 是遍历的. 进一步地, 下列两条性质等价:

• f 的稳定子丛 Es
f 与不稳定子丛 Eu

f 联合可积;

• f 的任意周期点处的中心 Lyapunov 指数与 A 的相等.

特别地, 以上两条均蕴涵着 f 是一个 Anosov 微分同胚.

定理 2.4 的证明方法与定理 2.1 以及文献 [37] 中主要定理的方法类似, 附录中给出其证明概要.

值得一提的是,定理 2.2的证明依赖于系统的维数 (参见文献 [36,命题 3.6]和 [71,定理 5.1,问题 5.3]).

尽管可以考虑 dimEs
f = dimLs = 1 或者 dimEu

f = dimLu = 1 的情形以适配文献 [36] 中的方法, 但是

我们不再赘述这种情形下高维版本的定理 2.2.

2.2 具备高维中心丛的双曲系统

本小节介绍具有多于 3个不变子丛的环面 Anosov微分同胚的子丛联合可积的刚性现象.一般地,

考虑 C2- 光滑的 Anosov 微分同胚 f : Td → Td 具有控制分解

TTd = Ess ⊕ Ews ⊕ Ewu ⊕ Euu,

其中 Es = Ess ⊕ Ews, Eu = Ewu ⊕ Euu. 对于双曲线性系统的小扰动而言, 其相邻子丛总是联合可积

的 (参见文献 [38]). 因此, 本小节仅聚焦于 “间隔”子丛的联合可积性, 考虑如下两种联合可积的情形:

(1) Ess ⊕ Eu 可积 (对称地, Euu ⊕ Es 可积);

(2) Ess ⊕ Euu 可积.

我们也期待其余 “间隔” 子丛联合可积的刚性现象, 但相关的问题尚有待研究.

设 A ∈ GL(d,Z) 诱导 d- 维环面自同构 A : Td → Td, 设 L ⊂ TTd 为 A- 不变的子丛. 称 A- 不变

的子丛分解

L = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lm

为 A|L 的最细控制分解, 如果该分解满足如下条件:

(1) 对任意的 i = 1, . . . ,m, 若 µi 与 µ′
i 均为 A|Li 的特征值, 则 |µi| = |µ′

i|;
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(2) 对任意的 i = 1, . . . ,m− 1, 若 µi 与 µi+1 分别为 A|Li 与 A|Li+1 的特征值, 则 |µi| < |µi+1|.
特别地, 当 L = TTd 时, 称该分解为 A 的最细控制分解.

首先,考虑前述的第一类联合可积的情形,即最强的稳定子丛与整个不稳定子丛的联合可积性. 值

得一提的是, 在此情形下, 我们考虑 “全局的” 刚性结果, 即 f 不必是其线性化的小扰动.

定理 2.5 [30] 设 f : Td → Td 为 C2- 光滑的、不可约的 Anosov 微分同胚, 具备绝对部分双曲分

解 Td = Ess ⊕ Ews ⊕ Eu. 如果 Ess ⊕ Eu 联合可积, 则其线性化 A : Td → Td 也有维数一致的部分双

曲分解

TTd = Lss ⊕ Lws ⊕ Lu, dimLσ = dimEσ, σ = ss, ws, u.

若 f 进一步地满足条件

∥Df |Ews(x)∥ < m(Df |Ews(x)) ·m(Df |Eu(x)), ∀x ∈ Td,

则下列两条性质成立:

(1) f 限制在子丛 Ews 上也具有与 A|Lws 的最细控制分解维数一致的控制分解

Ews = Ews
1 ⊕ · · · ⊕ Ews

k , dimEws
i = dimLws

i , i = 1, . . . , k;

(2) 对于任意 i = 1, . . . , k, f 有 Ews
i - 谱刚性, 即对每一个遍历测度, f 在子丛 Ews

i 上的 Lyapunov

指数相等, 并且

λws
i (f) = λws

i (A), ∀ i = 1, . . . , k.

特别地, 对于余一维的 Anosov 微分同胚, 我们有如下的推论.

推论 2.3 [30] 设 C2- 光滑的 Anosov 微分同胚 f : Td → Td 具有绝对部分双曲分解

TTd = Ess ⊕ Ews ⊕ Eu, 其中 dimEss = dimEu = 1.

若 f 的线性化 A 的特征值均是实数, 则下列两条性质等价:

• Ess ⊕ Eu 联合可积, 且 f 的每个周期点在子丛 Ess 与 Eu 上的 Lyapunov 指数分别与 A 对应

子丛的 Lyapunov 指数相等;

• 存在 0 < β < 1 使得 f 能 C1+β- 光滑地共轭于 A.

下面考虑通有矩阵的小扰动.在此情形下,我们进一步刻画第一类联合可积性: 最强稳定子丛与整

个不稳定子丛的联合可积性等价于 “相对弱的”稳定子丛与整个不稳定子丛的联合可积性 (见定理 2.6

的前两条性质). 称矩阵 A ∈ GL(d,Z)是通有的, 如果 A是双曲的、不可约的, 任意 3个特征值的模不

相等, 并且两个特征值如果有相等的模则是一对共轭复根. 文献 [26] 证明了 GL(d,Z) 中 “多数” 矩阵

是通有的, 即随着矩阵范数上界的限制趋于无穷, 通有的矩阵在 GL(d,Z) 中的占比趋于 1. 注意到, 通

有矩阵 A 的最细控制分解

TTd = Ls
1 ⊕ · · · ⊕ Ls

k ⊕ Lu
1 ⊕ · · · ⊕ Lu

l

满足, 对于任意 i 有 dimL
s/u
i 6 2. 另外, 当微分同胚 f : Td → Td 充分地 C1- 接近 A : Td → Td 时, f

是一致双曲的, 并且具有与 A 最细控制分解维数一致的控制分解:

TTd = Es
1 ⊕ · · · ⊕ Es

k ⊕ Eu
1 ⊕ · · · ⊕ Eu

l .

对任意的 k > 1, 1 6 i 6 k, 记 Es
(1,i) = Es

1 ⊕ · · · ⊕ Es
i .
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定理 2.6 [30] 设 A ∈ GL(d,Z) 是通有的矩阵诱导环面自同构 A : Td → Td. 设 C2- 光滑的微分

同胚 f : Td → Td 充分地 C1- 接近于 A 使得其具有与 A 最细控制分解维数一致的控制分解

TTd = Es
1 ⊕ · · · ⊕ Es

k ⊕ Eu
1 ⊕ · · · ⊕ Eu

l .

则对于任意的 1 6 i 6 k 有下列 4 条性质等价:

(1) 子丛 Es
(1,i) ⊕ Eu 联合可积;

(2) 子丛 Es
i ⊕ Eu 联合可积;

(3)对于任意 j = i+1, . . . , k, f 有 Es
j -谱刚性,即对每一个遍历测度, f 在子丛 Es

j 上的 Lyapunov

指数相等, 并且

λs
j(f) = λs

j(A), ∀ j = i+ 1, . . . , k;

(4) 存在 0 < β < 1 使得 f 与 A 之间的拓扑共轭 h : Td → Td 沿着 Es
j 方向是 C1+β- 光滑的, 并

且 Dh(Es
j ) = Ls

j , ∀ j = i+ 1, . . . , k.

最后考虑前述的第二类联合可积的情形, 即强稳定子丛与强不稳定子丛的联合可积性. 在此情形

下, 我们本质上仅考虑弱稳定子丛与弱不稳定子丛均为 1- 维的情形. 特别地, 对于具有复特征值的 2-

维弱子丛的情形, 也有相关结果 (参见文献 [30, 定理 1.6]).

定理 2.7 [30] 令矩阵 A ∈ GL(d,Z)诱导环面不可约的双曲自同构,且具有控制分解 TTd = Lss ⊕
Lws ⊕ Lwu ⊕ Luu, 其中 dimLws = dimLwu = 1. 设 C2- 光滑的微分同胚 f : Td → Td 充分地 C1- 接近

A, 使得 f 有维数一致的控制分解 TTd = Ess ⊕ Ews ⊕ Ewu ⊕ Euu. 则有下列两条性质等价:

(1) Ess ⊕ Euu 联合可积;

(2) f 有 Ews ⊕ Ewu- 谱刚性, 即对每一个遍历测度, f 在子丛 Ews/wu 上的 Lyapunov 指数相等,

并且 λσ(f) = λσ(A), 其中 σ = ws,wu.

特别地, 将定理 2.7 应用于 4- 维环面上保辛形式的系统 f , 我们得到如下推论.

推论 2.4 [30] 设 A ∈ GL(4,Z) 为不可约的、双曲的辛矩阵, 且其诱导的环面自同态 A : Td → Td

具有控制分解 TT4 = Lss ⊕ Lws ⊕ Lwu ⊕ Luu. 设 C2- 光滑的辛同胚 f : T4 → T4 充分地 C1- 接近 A

使得 f 有控制分解 TT4 = Ess ⊕ Ews ⊕ Ewu ⊕ Euu. 则有下列两条性质等价:

(1) Ess ⊕ Euu 联合可积;

(2) 存在 0 < β < 1 使得 f 能 C1+β- 光滑地共轭于 A.

3 Anosov 可微映射的刚性

本节旨在考虑不可逆的双曲系统的刚性问题.在 20世纪 70年代, Mañé和 Pugh[47]及 Przytycki[56]

先后证明了不可逆的、非扩张的一致双曲系统没有 “局部的” 与 “整体的” 结构稳定性, 即这类系统总

存在任意小的扰动不再拓扑共轭于原系统, 这里 “局部的” 是指拓扑共轭 C0- 接近于恒同映射, “整体

的”是指任意的拓扑共轭.随后的二十年发展中, 在 Aoki和 Hiraide [3] 工作的基础上, Sumi [70] 证明了

d- 维环面上的一致双曲系统能共轭至其线性化, 当且仅当该系统具有不稳定子丛.

首先从稳定子丛的 Lyapunov 指数的角度来刻画具有不稳定子丛的、不可逆的双曲系统, 进而用

稳定子丛的 Lyapunov指数的特征给出这类系统 (不一定具备不稳定子丛)拓扑共轭的条件.这将揭示

不可逆系统独特的刚性现象:拓扑共轭自动具有光滑的方向.在此研究的基础上,本节进一步探究了不

可逆双曲系统的同伦类的半共轭的刚性现象.
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3.1 不稳定子丛的存在性

如注 1.2 所述, 不可逆的双曲系统不一定存在 (不变的) 不稳定子丛. 这样的例子并不鲜见, 例如,

Mañé 和 Pugh [47] 在证明不可逆双曲系统的非结构稳定性时的扰动方法: 对原系统沿着稳定流形方向

扰动, 即可破坏不稳定子丛的存在性. 更为极端的例子是, Przytycki [56] 对 3- 维环面上不可逆的双曲

线性系统

A =


n 1 0

1 1 0

0 0 n

 : T3 → T3

(其中 n 充分大) 作适当的 C1- 小扰动, 使得扰动后的系统在某点处具有无穷多个 2- 维的不稳定方

向,并且这些不稳定方向的集包含了 2-维 Grassmann流形中的一条曲线.事实上, Przytycki例子这一

现象并不罕见, 例如, Micena 和 Tahzibi [49] 证明了, 对于任意一个拓扑传递的、不具有不稳定子丛的

Anosov 可微映射, 其具有无穷多个不稳定方向的点构成了流形上的一个剩余集. 结合下文的推论 3.3,

可知 Micena 和 Tahzibi 给出的这一类系统, 在 2- 维环面上不可逆双曲系统的集中是 C1- 开且 C∞-

稠密的.

本小节从稳定子丛的 Lyapunov 指数这一角度来刻画不稳定子丛的存在性. 对于稳定子丛是 1-

维的情形, 我们给出了 “整体的” 结果; 对于稳定子丛是高维的情形, 我们给出了 “局部的” 结果. 这里

的 “局部” 与 “整体” 分别指被考虑的系统是否为线性系统的小扰动.

首先考虑幂零流形上, 具备一维稳定子丛的、不可逆的 Anosov 可微映射. 值得一提的是, 与环面

情形相比 (见推论 3.2), 非平凡的幂零流形 M = N/Γ (即 M 不同胚于环面) 情形有着本质困难. 对于

环面情形, 我们要求映射是不可逆且不可约的, 这两个条件是必要的 (参见文献 [1]). 对于非平凡的幂

零流形的情形, 我们需要自同态 A : M → M 满足如下两个条件.

• 自同态 A : M → M 是完全不可逆的, 即 A 的任意特征值都不是代数单位. 称一个代数整数 a

是代数单位, 如果它的倒数 1/a 也是代数整数. 简要而言, A 完全不可逆是指 A 没有可逆的因子.

• 自同态 A : M → M 是水平不可约的, 即 A 诱导的环面自同态 A1 : M1 → M1 是不可约的, 这

里 M1 = N/[N,N ]Γ 被称为 M 的水平环面.

定理 3.1 [1, 31] 设 f : M → M 是幂零流形 M 上 Cr+1- 光滑的 (r > 0) Anosov 可微映射, 且具

有一维的稳定子丛. 令 A : M → M 为 f 的线性化. 如果 A 是完全不可逆且水平不可约的, 则下列 5

条性质等价:

(1) f 具有不稳定子丛;

(2) f 拓扑共轭于 A;

(3) f 的每个周期点的稳定方向的 Lyapunov 指数相等;

(4) f 的每个周期点的稳定方向的 Lyapunov 指数均与 A 的相等;

(5) f 具有 Cr∗- 光滑的不稳定子丛.

进一步地, 以上 5 条均蕴涵着 f 与 A 之间的拓扑共轭沿着稳定叶片是 Cr+1- 光滑的.

注 3.1 这里对定理 3.1中的光滑性作一些注解. 一方面, “1 ⇐⇒ 2 =⇒ 3 =⇒ 4”的证明仅需要 f

是 C1- 光滑的, 即定理 3.1 中的 r 可以等于 0; 另一方面, 受限于 Livschitz 定理 [43], “4 =⇒ 1” 需要 f

的导算子至少是 Hölder 连续的. 最后, 在性质 (5) 中, 不稳定子丛光滑性的损失来源于 Journé [40] 引

理以及叶状结构与其对应子丛在光滑性上的自然关系.
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注 3.2 这里简要说明定理 3.1 中条件 “完全不可逆” 和 “水平不可约” 的必要性.

• “1 ⇐⇒ 2” 和 “3 ⇐⇒ 4” 的证明不需要这两个条件. 但是对于高维稳定子丛的情形, “1 =⇒ 2”

的证明需要额外要求 f 是 u- 理想的, 即其万有覆叠 N 上的双曲分解 Lie(N) = n = ns ⊕ nu 满足

[ns, nu] ⊆ nu.

• “2 =⇒ 3” 的证明需要 A 是完全不可逆的. 此时 f 具有原像指数稠密性, 即存在常数 C > 1 与

0 < µ < 1, 使得任意一点 x ∈ M 的 k- 步 (k ∈ N) 原像集 f−k(x) 在 M 中是 Cµk- 稠密的. 当 A 存在

可逆因子时, 有明显的反例, 如双曲自同构与扩张自同态的乘积, 具体反例参见文献 [1, 引言].

• “3 =⇒ 2” 的证明需要 A 是水平不可约的. 此时 f 的稳定叶状结构是极小的, 即任意一条稳定

流形在 M 中是稠密的. 当 A 具有可约的水平环面因子系统时, 也有反例说明 “3 =⇒ 2” 是不成立的,

具体反例参见文献 [1, 命题 2.22].

• “1 =⇒ 5” 的证明需要 A 是完全不可逆的, “5 =⇒ 1” 是平凡的.

当 M 是 3- 维幂零流形且非平凡 (即 M � T3) 时, 其上的 Anosov 映射 f 自动满足定理 3.1 中的

假设, 即 dimEs
f = 1, f 的线性化是完全不可逆且水平不可约的. 由此, 有如下推论.

推论 3.1 [31] 设 f : M → M 是 3- 维幂零流形 M 上 Cr+1- 光滑的 (r > 0) Anosov 可微映射. 如

果 M 非平凡, 则定理 3.1 的结论成立.

当 M 是 d- 维环面时, 定理 3.1 的完全不可逆与水平不可约的假设可以约化为不可逆与不可约.

由此, 有如下推论.

推论 3.2 [1] 设 f : Td → Td (d > 2) 是 Cr+1- 光滑的 (r > 0) Anosov 可微映射, 具有一维的稳定

子丛. 如果 f 不可逆且不可约, 则定理 3.1 的结论成立.

当 M 是 2-维环面时,定理 3.1只需要 f 是不可逆的. 特别地,当 f 是扩张映射时,其稳定子丛退

化, 定理 3.1 自动成立.

推论 3.3 [1] 设 f : T2 → T2是 Cr+1-光滑的 (r > 0) Anosov可微映射. 如果 f 不可逆,则定理 3.1

的结论成立.

下面考虑具有高维稳定子丛的情形. 受限于一些技术难点, 如幂零情形下的稳定叶状结构未必具

有拟等距性质 [31] (拟等距性质的定义参见命题 A.1)、Livschitz 定理的高维上闭链 (cocycle) 形式 (如

双曲自同构情形 [41])在不可逆双曲系统情形的缺失,我们只考虑环面上稳定子丛具有实单谱的双曲线

性系统的小扰动.

设 A ∈ Md(Z) ∩ GLd(R) 为双曲矩阵, 称 A 的稳定子丛具有实单谱, 如果它在稳定子丛上的特征

值均为实数且模长两两不同. 注意到, 此时 A 在环面 Td 上诱导的双曲自同态, 具有如下的控制分解:

TTd = Ls
1 ⊕ · · · ⊕ Ls

k ⊕ Eu,

其中 Ls
1 ⊕ · · · ⊕ Ls

k 为稳定子丛 Ls, 且对任意的 1 6 i 6 k 有 dimEs
i = 1. 设 f 为 d- 维环面上的局部

微分同胚且 C1- 接近于 A, 此时 f 是双曲的, 并且其稳定子丛上的 Lyapunov 指数满足

λs
1(p, f) < λs

2(p, f) < · · · < λs
k(p, f) < 0, ∀ p ∈ Per(f).

称数组 (λs
1(p, f), λ

s
2(p, f), . . . , λ

s
k(p, f)) 为 f 在点 p 处稳定子丛上的 Lyapunov 谱. 称 f 具有稳定子丛

的谱刚性, 如果对任意周期点 p ∈ Per(f) 有

λs
i (p, f) = log|µi|, i = 1, . . . , k,

其中 µi 为 A 对应于子丛 Ls
i 的特征值.
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定理 3.2 [1] 设 A ∈ Md(Z) ∩GLd(R) 为不可约的双曲矩阵且其稳定子丛具有实单谱. 若 A 诱导

d- 维环面上不可逆的自同态 A : Td → Td, 则对于任意一个 C1- 接近于 A、C1+α- 光滑的 (0 < α < 1)

局部微分同胚 f : Td → Td, 有下列 5 条性质等价:

(1) f 具有不稳定子丛;

(2) f 拓扑共轭于 A;

(3) f 的每个周期点的稳定子丛上的 Lyapunov 谱相等;

(4) f 具有稳定子丛的谱刚性;

(5) 存在 0 < β 6 α 使得 f 具有 C1+β- 光滑的不稳定子丛.

进一步地, 以上 5 条均蕴涵着, 存在 0 < β 6 α 使得 f 与 A 之间的拓扑共轭沿着稳定流形是 C1+β-

光滑的.

3.2 双曲系统的共轭分类

在上一小节, 通过稳定子丛的 Lyapunov 指数给出了环面上一部分不可逆 Anosov 系统拓扑共轭

于其线性化的充要条件. 本小节进一步考虑环面上任意两个同伦的 Anosov 系统 (不一定具有不稳定

子丛), 尝试使用稳定子丛的 Lyapunov 指数给出其拓扑共轭的判别法.

首先, 我们需要下如下引理, 从而给出两个同伦 Anosov 系统周期点集之间的自然对应方式.

引理 3.1 [32] 设 f : Td → Td 为 Anosov 可微映射, dimEs
f = 1. 令 A : Td → Td 为 f 的线性化.

则 f 与 A 叶共轭, 即存在同胚 hs : Td → Td 同伦于恒同映射 IdTd , 使得对任意 x ∈ Td 有

hs(Fs
f (x)) = Ls(hs(x)) 且 hs ◦ f(Fs

f (x)) = A ◦ hs(Fs
f (x)).

利用叶共轭 hs 保持周期稳定流形以及 f 与 A 限制于其稳定流形上的压缩性, 易知 hs 诱导了 f

与 A 的周期点集之间的一一对应, 即存在双射

hP
s : Per(f) → Per(A).

定理 3.3 [32] 设 f, g : Td → Td 为两个同伦的、Cr- 光滑的 (r > 1)、不可约的、不可逆的 Anosov

可微映射, 且具有一维的稳定子丛. 则下列 3 条性质等价:

(1) f 与 g 之间的叶共轭 hs 满足 λs(p, f) = λs(hP
s (p), g), ∀ p ∈ Per(f);

(2) f 与 g 拓扑共轭;

(3) 存在 f 与 g 的拓扑共轭 h 满足 λs(p, f) = λs(h(p), g), ∀ p ∈ Per(f).

特别地, 如果存在 f 与 g 的拓扑共轭 h, 则 h 沿着稳定流形自动是 Cr- 光滑的.

特别地, 对于 2- 维环面上不可逆的 Anosov 可微映射, 有如下推论.

推论 3.4 [32] 设 f, g : T2 → T2 为两个同伦的、Cr- 光滑的 (r > 1) Anosov 可微映射. 如果 f 不

可逆, 则定理 3.3 的结论成立.

进一步地, 我们得到了如下的 Jacobi 刚性结果. 记可微映射 f 在点 x 处导算子的 Jacobi 为

Jac(f)(x), 即 Jac(f)(x) = |det(Dxf)|.
定理 3.4 [32] 设 f, g : T2 → T2 为两个 Cr- 光滑的 (r > 1)、不可逆的 Anosov 可微映射. 如果存

在 f 与 g 之间的拓扑共轭 h 使得

Jac(fn)(p) = Jac(gn)(h(p)), ∀ p ∈ Per(f),

则 h 是 Cr∗- 光滑的微分同胚.
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3.3 同伦类的半共轭刚性

Franks [18] 和 Shub [68] 在 20 世纪六七十年代分别给出了环面双曲微分同胚的同伦类与环面扩张

映射的同伦类的完整刻画, 即这类系统总能半共轭至其线性化. Franks [18] 强调了他的方法不适用于

不可逆的情形, 并提问: 一个不可逆的、非扩张的双曲系统的同伦类是否能半共轭至其本身. 2023 年

在波兰举办的 Beyond Uniform Hyperbolicity 会议上, 基于本文中不可逆双曲系统的拓扑共轭刚性的

结果, Buzzi 再次提出半共轭存在性这一问题. 本小节对这一问题给出否定的回答, 并进一步探讨存在

半共轭导致的刚性现象.

对于具备一致扩张方向的 DA 系统, 有如下的半共轭刚性结果.

定理 3.5 [33] 设 f : T2 → T2 为 Cr+1- 光滑的 (r > 0)、不可逆的 cu- 部分双曲映射. 如果其线性

化 A : T2 → T2 是双曲自同态, 则下列 5 条性质等价:

(1) 存在 f 到 A 的半共轭 h : T2 → T2;

(2) 存在 f 到 A 的共轭 h : T2 → T2;

(3) f 是 Anosov 可微映射, 且 λs(p, f) = λs(A), ∀ p ∈ Per(f);

(4) f 具有不稳定子丛;

(5) f 具有 Cr∗- 光滑的不稳定子丛.

特别地, 如果存在 f 到 A 的拓扑半共轭 h, 则 h 是同胚, 且沿着稳定流形自动是 Cr+1- 光滑的.

对于具备一致压缩方向的 DA 系统, 有如下的结果.

定理 3.6 [33] 设 f : T2 → T2 为 C1- 光滑的、不可逆的 sc- 部分双曲映射. 如果其线性化

A : T2 → T2 是双曲自同态, 则存在 f 到 A 的半共轭当且仅当 f 具有中心子丛. 进一步地, 如果半共

轭 h 存在, 则其单射点集的闭包

Λ := {x ∈ T2 | h−1 ◦ h(x) = {x}}

是 f - 不变集, 且满足下列两条性质:

(1) Per(f |Λ) = Λ;

(2) λs(p, f) = λs(A), ∀ p ∈ Per(f |Λ).
注 3.3 对于 sc-DA系统,我们不能期待定理 3.5成立. 事实上,文献 [33]构造了反例: 存在 C∞-

光滑的、不可逆的 sc-DA系统半共轭 (但不共轭)至其线性化系统.特别地,文献 [33]也指出,定理 3.5

对保体积的 sc-DA 系统仍然成立.

问题 3.1 设定理 3.6 中的半共轭 h 存在, 则 h 限制在 Λ 中的每条稳定流形上是否是光滑的?

注意到定理 3.6 中的不变集 Λ 包含了整条稳定流形, 即 Λ 具有稳定流形饱和 (saturated) 性质.
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附录 A 中心一维的 DA 微分同胚

本附录给出定理 2.4 的证明概要. 设 A : Td → Td (d > 4) 为不可约的双曲自同构, 且具备部分

双曲分解 TTd = Ls ⊕ Lc ⊕ Lu, 其中 dimLc = 1. 不妨假设 A|Lc 是扩张的, 即 A 在子丛 Lc 方向的

Lyapunov 指数 λc(A) 满足

λc(A) > 0.

设 f : Td → Td 为部分双曲微分同胚, 具有部分双曲分解 TTd = Es ⊕ Ec ⊕ Eu 使得 dimEσ =

dimLσ (σ = s, c, u), 并且 f 同伦于 A. 进一步假设 f ∈ PH0
A, C

1+α- 光滑并且保体积. 我们将证明如

下结论:

(1) Es ⊕ Eu 可积等价于 λc(p, f) = λc(A), ∀ p ∈ Per(f);

(2) 上述 (1) 中的任意一条性质蕴涵 f 是一个 Anosov 微分同胚;

(3) f 关于体积测度是遍历的.

首先, 给出在集合 PH0
A 中的映射 f 的基本性质. 记

Lcs = Ls ⊕ Lc, Lcu = Lc ⊕ Lu, Lsu = Ls ⊕ Lu,

设环面 Td 上切于子丛 Lσ (σ = s, c, u, cs, cu, su) 的叶状结构为 Lσ, 设 L̃σ 为其在万有覆叠 Rd 上的提

升. 类似地, 记

Ecs = Es ⊕ Ec, Ecu = Ec ⊕ Eu, Esu = Es ⊕ Eu.

由文献 [15, 定理 A] 可知, 存在环面 Td 上切于子丛 Eσ (σ = s, c, u, cs, cu) 的叶状结构, 我们将其记为

Fσ. 注意到 Es ⊕Eu 未必是可积的. 若 Es ⊕Eu 可积, 记 Fsu 为切于它的叶状结构. 记 F̃σ 为 Fσ 在

Rd 上的提升.

另外, 由 Franks 半共轭 [18] 可知, 存在环面 Td 上同伦于恒同映射 IdTd 的连续满射

h : Td → Td,

使得 h ◦ f = A ◦ h, 并且存在 f 与 h 的提升 F : Rd → Rd 与 H : Rd → Rd 以及常数 C > 0, 使得

H ◦ F = A ◦H, ∥H − IdRd∥C0 < C,

这里, 依然用 A : Rd → Rd 表示 A : Td → Td 的提升. 称 h 与 H 为半共轭.

命题 A.1 Rd 上的叶状结构 F̃σ (σ = s, c, u, cs, cu) 满足下列几条性质.

(1) 叶状结构 F̃s, F̃c 和 F̃u 是拟等距的, 即存在常数 a, b > 0, 使得对于任意 x ∈ Rd, y ∈ F̃σ(x)

(σ = s, c, u) 有

dF̃σ (x, y) 6 a · d(x, y) + b,

其中 d(·, ·) 是 Rd 中的 Euclid 度量, dF̃σ (·, ·) 由 F̃σ 每条叶片上的 Riemann 度量诱导.

(2) 叶状结构 F̃cs 与 F̃u 构成 Rd 上的全局乘积结构, 即对于任意的点 x, y ∈ Rd, 叶片 F̃cs(x) 与

F̃u(y) 相交于唯一一点. 类似地, 叶状结构 F̃cu 与 F̃s 构成 Rd 上的全局乘积结构.
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(3)半共轭 H 保持叶状结构 F̃σ (σ = s, c, cs, cu),即对于任意的 x ∈ Rd,有 H(F̃σ(x)) = L̃σ(H(x)).

(4) 半共轭 H 保持叶状结构 F̃s, 并且 H 限制在稳定流形上是同胚, 即对于任意的 x ∈ Rd, H :

F̃s(x) → L̃s(H(x)) 是同胚.

(5)存在常数 C, 使得对于任意的 x ∈ Rd, 集合 H−1 ◦H(x)是一段紧的、长度不超过 C 的局部中

心流形.

证明 由文献 [15, 命题 7.1]的结论可得叶状结构 F̃s 与 F̃u 是拟等距的. 叶状结构 F̃c 的拟等距

性质可由如下两条性质推导:

• (参见文献 [15, 定理 B]) 存在同胚 hc : Td → Td 同伦于 IdTd , 使得 hc(Fc) = Lc;

• (参见文献 [30, 引理 2.2]) 环面上同胚 (同伦于恒同映射) 于线性叶状结构的叶状结构是拟等

距的.

由此可知, 叶状结构 L̃c 是拟等距的.

结合文献 [15, 定理 4.1, 命题 2.3, 5.1 和 5.2], 可直接得出叶状结构 F̃cs/cu 与 F̃u/s 构成 Rd 上的

全局乘积结构. 由文献 [15] 中定理 A 的证明过程可知, 对于 σ = c, cs, cu, H(F̃σ(x)) = L̃σ(H(x)) 对于

任意 x ∈ Rd 成立.

结合文献 [36, 命题 2.4, 推论 2.3] 的证明以及叶状结构 L̃c 的拟等距性质, 可知 H 保持叶状结

构 F̃s, 且 H 限制在 F̃s 的每条叶片上是同胚; 集合 H−1 ◦H(x) 是中心流形上紧的、长度一致有界的

曲线.

运用命题 A.1 和文献 [19, 引理 2.5, 推论 2.6] 的证明方法, 可以直接得到如下命题.

命题 A.2 若 λc(p, f) = λc(q, f), ∀ p, q ∈ Per(f) 成立, 则 λc(p, f) = λc(A), ∀ p ∈ Per(f) 并且 f

是一个 Anosov 微分同胚.

下面这个命题是在文献 [37] 证明的基础上, 对当前考虑的 f ∈ PH0
A 情形适配的结论.

命题 A.3 若 f 不是 su- 可达的, 则 Es ⊕ Eu 可积.

证明 该命题的证明方法与文献 [37, 命题 5.3] 相同. 相比于本节对于 f 的假设, 文献 [37] 要求

f 是绝对部分双曲的, 以便使用文献 [35] 中的相关结论. 注意到, 文献 [37] 证明的关键点在于引用的

文献 [35] 中的性质, 而在 PH0
A 中的映射 f 同样具备这些性质 (参见文献 [15]).

• 文献 [35, 命题 2.3] 断言对于任意 x ∈ Rd 和 y ∈ F̃s(x), 当 d(x, y) → +∞ 时, x−y
d(x,y) → L̃s(0) 一

致收敛. 由文献 [15, 命题 7.2] 的证明可知, 这条性质对于 f ∈ PH0
A 同样成立.

• 文献 [35, 命题 2.7] 断言对于任意两点 x, y ∈ Rd, 流形 F̃cs(x) 与 F̃u(y) 至多有一个交点. 当

f ∈ PH0
A 时, 这条性质由命题 A.1(2) 给出.

• 上述两条蕴涵文献 [35, 命题 2.8–2.10 和 2.15(5)] 所述性质在 f ∈ PH0
A 时也成立, 即对于任意

x ∈ Rd, 集合 W su(x) :=
∪

y∈F̃u(x) F̃
s(y) 是 Rd 中一个完备的、正则嵌入的拓扑超平面, 且与任意中心

流形 F̃c(z) 交且仅交于一点, 并满足对于任意 x ∈ Rd 和 y ∈ W su(x), 当 d(x, y) → +∞ 时,

x− y

d(x, y)
→ L̃su(0)

一致收敛.

• 文献 [35, 定理 1.2] 断言 f 与 A 之间存在中心流形的叶共轭, 即存在同胚 hc : Td → Td, 使得对

于任意 x ∈ Td 有 h(Fc(x)) = Lc(h(x)) 且 h ◦ f(Fc(x)) = A ◦ h(Fc(x)) 成立. 这一性质对于 f ∈ PH0
A

的情形由文献 [15, 定理 B] 直接给出.

运用文献 [37, 命题 5.3] 的方法, 前述 4 条性质足以证明本命题成立.

结合命题 A.2 和 A.3 以及文献 [26, 命题 2.3] 和 [25, 引理 5] 的证明可以得到如下结论.
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命题 A.4 若 λc(p, f) = λc(A), ∀ p ∈ Per(f), 则 Es ⊕ Eu 可积.

证明 由命题 A.2知 f 是 Anosov微分同胚,因此可以对 f 使用 Livschitz定理,从而用文献 [22,25]

中的方法得出 H : F̃c(x) → L̃c(H(x)) 是 C1- 光滑的. 再由文献 [26, 命题 2.3] 可知,

H(F̃u(x)) = L̃u(H(x)).

注意到, 双曲微分同胚之间的共轭 H 保持稳定流形, 即

H(F̃s(x)) = L̃s(H(x)).

由 H 保持 F̃s/u 易知, f 不是 su- 可达的. 因此由命题 A.3 可得 Es ⊕ Eu 可积.

命题 A.4 也可以使用文献 [19, 命题 3.3] 的方法证明.

由文献 [37,引理 5.5,命题 5.6,定理 6.1]和 [19,引理 2.3,断言4.2]的证明可以得到如下命题.注意

到, 文献 [37] 中所需要的全局乘积结构及 F̃c 的拟等距性质已经由命题 A.1 给出, 文献 [19, 断言 4.2]

证明中所需要的丢番图 (Diophantine) 逼近性质由文献 [11, 第 V 章, 定理 III 和 VI] 给出.

命题 A.5 假设 Es ⊕ Eu 可积, 则以下 4 条性质成立.

(1) 半共轭 H 是一个同胚, 此时 H 是一个共轭. 特别地, h 是 f 与 A 之间的拓扑共轭.

(2) 共轭 H 保持所有叶状结构 F̃σ (σ = s, c, u, cs, cu, su), 即 H(F̃σ(x)) = L̃σ(H(x)).

(3) 共轭 H−1 沿着双曲流形是一致 Hölder 连续的, 即存在常数 C > 0 和 0 < β < 1, 使得对于任

意 x ∈ Rd, y ∈ L̃σ(x) (σ = s, u) 有

dF̃σ (H
−1(x),H−1(y)) 6 C · dL̃σ (x, y)

β .

(4) 存在常数 C > 0 和 0 < θ < 1, 使得对于任意 η > 0 和 p, q ∈ Td, 存在点 x ∈ Fu(p)∩Fcs(q) 和

y ∈ Fs(x) ∩ Fc(q) 使得

dFc(y, q) 6 η, 且 dFs(x, y) 6 C · dFu(x, p)−θ.

下面这个命题是文献 [19, 命题 4.1] 适配于当前情形的结论. 这是本文所述的联合可积刚性现象

的一个核心观察, 其证明方法也适用于相关研究.

命题 A.6 若 Es ⊕ Eu 可积, 则 λc(p, f) = λc(q, f), ∀ p, q ∈ Per(f).

证明 该命题的证明与文献 [19, 命题 4.1] 的类似, 这里只给出证明的关键步骤. 由命题 A.5 可

知, 此时存在 f 与 A 之间的拓扑共轭 h : Td → Td 保持所有叶状结构. 下面采用反证法. 假设存在

p1, p2 ∈ Per(f) 使得它们的中心 Lyapunov 指数不相等. 因此

λ− := inf {λc(p, f) | p ∈ Per(f)} < sup {λc(p, f) | p ∈ Per(f)} =: λ+.

进一步地, 有下列 5 条性质成立.

(1) λc(p, f) > 0, ∀ p ∈ Per(f). 这是由于假设 λc(A) > 0 以及 h 保持中心稳定流形, 故 f 限制在中

心流形上是拓扑扩张的.

(2) 对于任意 δ > 0 (待定), 存在周期点 p, q ∈ Per(f) 使得

λc(p, f)− λ− 6 log(1 + δ), λ+ − λc(q, f) 6 log(1 + δ).

不失一般性, 可以假设 p 和 q 均为 f 的不动点, 并且取 δ 充分小, 使得 λc(p, f) < λc(q, f).
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(3) 对于前述常数 δ > 0, 存在 Riemann 度量使得

λ− − log(1 + δ) 6 log∥Df |Ec(x)∥ 6 λ+ + log(1 + δ), ∀x ∈ Td.

这是由于 h 是共轭, 因此 f 满足跟踪引理, 从而利用周期点逼近的方式可以得到上述的度量.

(4) 对于前述常数 δ > 0, 存在常数 η0 > 0, 使得对于任意 z1, z2 ∈ Td, 只要 d(z1, z2) 6 3η0, 就有

|log∥Df |Ec(z1)∥ − log∥Df |Ec(z2)∥| < log(1 + δ).

(5) 对于前述常数 η0 > 0, 存在常数 0 < η2 < η1 < η0, 使得对于 Fc 叶片上的任意曲线 J ,

• 若其长度满足 |J | 6 η1, 则 |f−n(J)| 6 η0, ∀n > 0;

• 若其长度满足 |J | 6 η2, 则 |J ′| 6 η1,

其中 J ′ = Holsu(J), 这里 Holsu 是由叶状结构 Fsu 诱导的、作用于叶状结构 Fc 的叶片的和乐映射.

上述两个不等式可由 A 在 Lc 上的扩张性以及一致连续的共轭 h 保持所有叶状结构得到.

固定上述的常数 δ, η0, η1 和 η2, 我们可以取出下列参数与曲线.

• 常数 D 足够大, 满足命题 A.5(4), 即存在 C, θ > 0, x ∈ Fu(p) ∩ Fcs(q), y ∈ Fs(x) ∩ Fc(q) 使得

dFc(y, q) 6 η1, dFu(p, x) = D, 且 dFs(x, y) 6 C ·D−θ ≪ η0.

• 记 Js(x, y) 为 Fs(x) 上连接 x 和 y 的测地线, 记 Jc(y, q) 为 Fc(q) 上连接 y 和 q 的曲线.

• 曲线 J0 ⊂ Fc(p) 使得 |J0| = η2, 且 p 是 J0 的端点.

• 曲线 J1 = Holsu(J0) 使得 x 为 J1 的端点. 注意, 由前述性质 (5) 可知 |J1| 6 η1.

对于前面所取的常数与曲线, 考虑如下两个时刻.

• N0 ∈ N: 最小正整数使得 dFu(p, f−n(x)) 6 1. 计算可得

N0 6 logD

−µ
+ 1, 其中 µ = sup

x∈Td

log∥Df−1|Eu(x)∥ < 0.

• N1 ∈ N: 最大正整数使得 |f−n(Js(x, y))| 6 η0. 计算可得

N1 > θlogD + logη0 − logC

γ
, 其中 γ = sup

x∈Td

log∥Df−1|Es(x)∥ > 0.

不妨假设 N0 > N1. 取 β = −θµ
2γ , 我们可以固定两个常数:

• D0 > 0 充分大, 使得当 D > D0 时, N1 > βN0;

• δ > 0 充分小, 使得 log(1 + δ) < λ+−λ−
[ 5β ]+1

.

由此, 可以通过如下方法计算出 |f−N0 (J1)|
f−N0J0

具有指数级的误差.

•由性质 (5)以及 N1 的定义不难得到,对于任意 z ∈ J1 与 k ∈ [0, N1],有 d(f−k(z), f−k(q)) 6 3η0.

结合性质 (4) 可得

|f−N1(J1)| 6 (1 + δ)2N1e−N1λ+ |J1|.

再运用性质 (3), 可以计算得

|f−N0(J1)| 6 (1 + δ)2N0e−N1λ+e(N1−N0)λ− |J1|. (A.1)

• 由性质 (3) 可以直接计算得到

|f−N0(J0)| > (1 + δ)−2N0e−N0λ− |J0|. (A.2)

665



辜睿皓等: Anosov 映射不变子丛可积的刚性

令 D → +∞, 则有 N0 → +∞, 结合 N1 > βN0 与不等式 (A.1) 和 (A.2), 可得

|f−N0(J1)|
|f−N0(J0)|

< (1 + δ)−N0 · η1
η2

→ 0, 当 D → +∞ 时. (A.3)

由 N0 的取法,可得 dFu(p, f−n(x)) 6 1. 故极限式 (A.3)与从 f−N0(J1)到 f−N0(J0)的、限制于 Fcu(p)

上的、由 Fu 诱导的和乐映射的 C1- 光滑性 [58] 矛盾.

最后, 定理 2.4 的证明可以由如下论断完成.

定理 2.4 的证明 由命题 A.2 和 A.4 可知, λc(p, f) = λc(A), ∀ p ∈ Per(f), 则 Es ⊕ Eu 可积且 f

是一个 Anosov 微分同胚.

由命题 A.6和 A.2可知,如果 Es⊕Eu 可积,则 λc(p, f) = λc(A), ∀ p ∈ Per(f)且 f 是一个 Anosov

微分同胚.

我们采用反证法证明 f 是遍历的. 如果 f 不遍历, 则 f 不是 su- 可达的 (参见文献 [63]). 因此,

结合命题 A.3、A.6 和 A.2 可知 f 是一个 Anosov 微分同胚. 注意到 C1+α- 光滑的、保体积的 Anosov

微分同胚总是遍历的 (参见文献 [2]). 至此完成了定理 2.4 的证明.

Rigidity on integrability of invariant bundles of Anosov maps
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